Fonctions réelles
d'une variable
réelle

~—
)
=
e
C
©
-
7))
C
@)
@)
e
-
@)
]
c
)
=
)
5=
(7]
—
)
=
C
>

2.0

Dr LATELI Ahcene

HTTPS://TELUM.UMC.EDU.DZ/COURSE/VIEW.PHP?ID=55

HTTPS://YOUTUBE.COM/ @MATHEMATICSANDLIFE22917?
FEATURE=SHARED

Paternité - Pas d'Utilisation Commerciale - Pas de Modification :
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.0/fr/ Octobre 2023



U o

(23

Légende

Entrée du glossaire
Abréviation
Référence Bibliographique

Référence générale



Table des
matieres

Mr. LATELI Ahcene " B . . . ‘



. . . B B | Mr. LATELI Ahcene



Chapitre II :Limites et Continuité

Chapitre 11 :
Limites et
Continuité

A. Limite d'une fonction en un point

4 A

~

Conseil

Etudier la limite d'une fonction f en un point Xo de R, c'est étudier le
comportement def(x) quand x est " trés voisin " de Xo, c'est-a-dire appartient a
un intervalle ] X0 — & xo + €[ ou & est ™ trés petit ” mais non nul. Il sera commode
d'adopter la terminologie suivante :

Définition

On appelle voisinage d'un point Xo de R tout intervalle ouvert, de la forme
vy, (&) =] X0 — &, X0 + 3[, avece >0

qui peut aussi s'écrire Vi (&) = {x € R |x — xo| < &}

Notons par V(xo0) I'ensemble des voisinages du point Xo.

Définition

On dit qu'une fonction f définie au voisinage du point X0 € R, sauf peut-étre au
point Xo, admet une limite (finie) € en Xo, si :

Ve>0,An>0/Vxe D :|x—xl<n=|f(x)-{l< e,

On écrit dans ce cas, lMyox, f(X) =

Remarqgue
1. Ix=xol<n e x0—n<x<x0+7, c'est-a-dire X € V(xo0).
2. lf) —ll<e e l-€< f(x) <l+e€, cest-a-dire f(x) € V(0),
3. Si J est définie en o alors liMx—x, f(x) = f(x0),

Mr. LATELI Ahcene | . . . ‘
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Chapitre II :Limites et Continuité

Exemple
Considérons la fonction f X 2x — 1 qui est définie sur R.
Au point Xo = 1, on a limg f(x) = 1,

En effet, pour tout € > 0, on a lf(x) =1l =2|x = 1| < € sj I'on a,
€

N N <= . n=
a fortiori, 2. Le bon choix sera alors de prendre 2.

Complément : Unicité de la limite

Si / admet une limite au point Xo, cette limite est unique.

Définition : Limite a gauche et limite a droite
Soit / une fonction définie sur un intervalle D.

¢« Ondit que J/ admet une limite a gauche ¢ en Xo si, et seulement si :
Ve>0,An>0/VxeD :xo—-n<x<xy=|f(x)—{l<e,

On note hmx;xo f(X) =t ou hmx—ma f(X) = 5

¢ Ondit que / admet une limite a droite £ en Xo si, et seulement si :
Ve>0,An>0/VxeD :xo<x<xo+n=|f(x)-{ll<e,

1‘ > = 1 —
on note xS fo =1t ou MMy f(x) = €

Remarque
lim - (x)=4¢ lm - x)=¢
1. Si x—=x f=h et x—x Jo =06 avec €1 # €2, alors f n'admet pas de
Iimlijce en Xo. i p i p
m - =1l1m < = et m,— =
, g lim - fO)=lim < f) M.y, f(6) = €
Exemple
1
. e . Jx) ==
Soit J une fonction définie sur R par X.

On remarque que lim - f(x)=+4co  lim < "f(x)=—co
quand x tend vers 0 n'existe pas.

, alors la limite de f

Définition : Opérations sur les limites

Soient /59 € F(D,IR), et xo un point d'accumulation.. de D.
Supposons que lim,—x, f(x) = €1 gt limey, 9(X) = &2, alors on a:
1. limyy (f (%) +9(0) = &1 + &,
2. limyy, (f(x) - 9(x) =61 - &2,
f(x) _ 0

Mysyxy — < =
3. Side plus, &2 # 0 et 9(x) # 0 auV(x0), ‘gx) b,
hmx—mo (/1 : f(X)) =4 51, YA e R.
5. limey, [f(0)]= 1611,

»

1. Théoreme d'Encadrement

Soient J>9.h € F(D, ]R), et Xo un point d'accumulation de D.
Supposons que 1Moy, f(X) = €1 ot limysy, 9(X) = €2 alors on a :

H . . . 3 Mr. LATELI Ahcene



Chapitre II :Limites et Continuité

1. si f(0) < h(x) <g(x), ¥ x €D zlors {1 < lime i N(x) < £,
2. 5i f(x) <9(x) sur D et _hmx—>xo J(x) =+ zlors ‘hmx—mo g(x) = +oo,
3. sih(x) < g(x) sur D etlim,x, 9(x) = =00 51grg lim, ., N(x) = —c0,

2. Formes indéterminées

Dans le calcul des limites, on appelle Forme Indéterminée (notée F.I ), toute
situation qui conduit a un cas ou les théorémes portant sur les opérations sur les
limites ne permettent pas de conclure. Les formes indéterminées les plus courantes
sont :

0

L0X +00,0, 1%, 0%, 0°, 0¥, etc...

|+|I§

+00 F+ 0

3. Cas d'une fonction bornée

Théoreme
Si on a limy—q f(x) =
et s'il existe un réel M et un voisinage de a tels que |90 M

pour tout x appartenant a ce voisinage (autrement dit si 9 est bornée= sur un
voisinage de a),

alors im,, (f - @)(x) =

é" Exemple

1
x> xcos(—)
La fonction x” tend vers O lorsque x —» 0

Figure 2.1 : Limite d'une fonction

4. Limite d'une fonction composée

Notations
1. On désigne par Rl'intervalle [—00, +0],
2. On considére une fonction f € F(D,R) admettant » € R pour limite en
a €R.
3. On considére d'autre part une partie non vide E de R et une fonction
g€ F(E,R) admettant £€ R pour limite en b (cela suppose que tout
voisinage de b rencontre E).

Mr. LATELI Ahcene B . . . ‘



Chapitre II :Limites et Continuité

4. On suppose de plus que f(D) € E : |a fonction composée 9 ° f est alors bien
définie sur D. On a alors

PBEEEE= = M. LATELL Ahcenc



Chapitre II :Limites et Continuité

Définition : Composition des limites

Avec les notations introduites ci-dessus ;
Supposons que liMx—q f(xX) = b et que liMx—p 9(x) = €, Alors liMy—a (g o /H(X) = €,

B. Exercice

[Solution n°1 p 21]
Trouver la limite suivante ou dire si elle n'existe pas.

Vi+x2-VI+x
2

1imx—> +o00
X

O o
O n'existe pas
O -1
O 1

C. Exercice : Choisissez la bonne réponse :

[Solution n°2 p 21]
-1

lim,_,0 —
ona x

O est égale a 0.
O est égale a +o0o0.

O est égale a —oo.

O n'existe pas.

D. Exercice

[Solution n°3 p 22]
La limite limy_o+ X"

Mr. LATELI Ahcene B . . . ‘n



Chapitre II :Limites et Continuité

[] est une forme indéterminée du type 0°.
(] est égale a 0.

D n'existe pas.

[] est égale a'l

E. Continuité d'une fonction

'

Définition

Soit X0 € D. On dit que la fonction f € F(D,R) est continue au point Xo
si f(*) tend vers f(x0), quand x tend vers Xo pour tout x € D, ce qui s'écrit

lim,,,, f(x) = f(xo0).

Si f est continue en tout point Xo de D, nous dirons que / est continue sur D.

Remarqgue

1. Intuitivement, une fonction f, définie sur un intervalle [, 0] ol a et b sont

des réels tels que a < b, est continue sur [a,D]_. si I'on peut tracer son
graphe= (sa courbe représentative) sans lever le crayon.
2. La fonction J est continue en Xo si, et seulement si :

Ve>0,da>0,¥xe D ,|x—xl<a=|f(x)— f(xo)l< €,

v ¥
Cr 1. Cr
A saut Tt
—T : —]
a i a T .
‘
f est continue sur [a,bj f est discontinue en X

Figure 2.2: La continuité

1. La continuité a droite et a gauche

/@ Définition

A |
lim, . (%) = f(x0),

2. On dit
hmx—ma

0 = f(xo)

BENEE

1. On dit que J/ est continue a droite en Xo si et seulement si:

ue J est continue a gauche en Xo si et seulement si:

Mr. LATELI Ahcene



Chapitre II :Limites et Continuité

Remarqgue

1. On remarque que J est continue en Xo si et seulement si / est continue a
droite et a gauche en Xo.

2. On dit que ]?est continue sur un intervalle I C D si et seulement si J est
continue en tout point de /.

2. Opérations sur les fonctions continues

Proposition

soient X0 € D, 1 e R et /x9€F (D, R),

1. Si f est continue en Xo ( resp. sur D), alors |/1 est continue en Xo ( resp. sur
D).

2. Si f et 9 sont continues en Xo ( resp. sur D ), alors J + 9 est continue en Xo (
resp. sur D).

3. Si J est continue en Xo ( resp. sur D ), alors Af est continue en Xo ( resp.
sur D).

4. Si f et 9 sont continues en Xo ( resp. sur D), alors J + 9 est continue en Xo
( resp. sur D). |

5. Si 9 est continue en Xo ( resp. sur D ) et 9(x0) # 0 ( resp. 9(x) #0 ), alors 9
est définie dans un voisinage de Xo et est continue en Xo ( resp. sur D ).
6. Si J e} g sont continues en Xo ( resp. sur D ) et 9(x0) # 0 ( resp. 9(x) # 0y,

alors 9 est définie dans un voisinage de Xo et est continue en Xo ( resp. sur
D).

Exemple

1. La fonction x — x" est définie et continue sur IR.
2. Les fonctions polynomes.- sont continues sur tout IR.
3. Les fonctions trigonométriques sinus et cosinus sont continues sur RR.

3. Continuité d'une fonction composée

Soient f€F(E,R) et g€ F (F.R). 0On suppose que J(E) C F (de sorte que 9° f est
définie sur £ ). Soit X0 € E,

Si f est continue en Xo ( resp. sur E ) et 9 est continue enf(x0) ( resp. sur F ).
Alors, 9© J est continue en Xo ( resp. sur E ).

4. Prolongement par continuité

Soient D SR, f: D — R et X0 un réel. Nous supposons que la fonctioan n'est pas

définie en Xo mais admet une limite £ € R en Xo. Nous posons alors J la fonction
définie sur D U {xo} par :

f(x) sixe D
fx) =
€ si x = xo .

La fonction J est continue en Xo et s'appelle le prolongement par continuité de f
en Xo.

Mr. LATELI Ahcene .l . .
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Chapitre II :Limites et Continuité

é— Exemple
- ) sin(x)
La fonction ? 1 T x  est définie sur R*, comme limx—o f(x) = L alors f admet
un prolongement par continuité ./ définie sur R par :
sin(x)
X

sixeR*

fx) =
1 six=0

Et dont la courbe représentative est :

Figure 2.3: Courbe représentative du prolongement par continuité de f

5. Théorémes sur les fonctions continues

a) Théoreme des valeurs intermédiaires

G/@ Définition : Théoréme 1
Soiten @, b € R,a < b, et f une fonction continue.. de [@:b] dans R.

Alors, la fonction f prend toutes les valeurs comprises entre fla) et f(b),
c'est-a-dire que pour tout A appartenant a l'intervalle dont les bornes sont f(a) et
F(D), il existe au moins un réel ¢ € [a;b] tel que f(c) = 4,

( Autrement dit : I'équation f(*¥) =4 admet au moins une solution dans [a,b])
(Voir Figure 2.4).

. . . . Mr. LATELI Ahcene
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Chapitre II :Limites et Continuité

y.“.
fa) |-
f | tf'f
]
i : /_\\
LM
]
] e e R e
(e i Cq Ca £y f -—x

Figure 2.4 : Théoréemes des valeurs intermédiaires

g/s Définition : Théoréme 2 ( Cas des fonctions strictement monotones

)

Soit .f une fonction continue.. et strictement monotone= sur un intervalle I et
a,bel aveca < b.

Pour tout réel 1 compris entre f(a@) et f(b), il existe un unique réel xo de [@; D] tel
que f(xo0) = 1.

7)) — _f.f
l_________________

fl -

- —— e e e ———————

=

[ ) Ilﬂ

Figure 2.5: Cas d'une fonction strictement monotone

Mr. LATELI Ahcene | . . . ‘



Chapitre II :Limites et Continuité

b) Théoreme 3 ( Théoréeme de Bolzano )

Si la fonction J est continue sur
I'intervalle= la, D] et si
f@-f(b) <0, i existe alors au
moins un point Xo €]a,b[ tel que
f(x0) =0,

Ce théoreme permet donc d'obtenir
|'existence de solutions d'équation de
type f(x) =0,

Scientific-web.com

Image 1 Bernhard Bolzano (1781-1848)

/@ Remarque
1. Si f est strictement monotone sur [@, D], e point X0 est unique.
2. Si f est continue sur un intervalle I, alors f() est un intervalle.
3. Si J est continue sur un segment /, alors f{) est un segment.

éf Exemple

Montrez que I'équation 4x> — 6x% + 3x —2 = 0 admet au moins une solution entre 1
et 2.

Posons f(x¥) =4x’ —6x> +3x -2 f est une fonction de polyndme , donc elle est
définie et continue sur [ 132]. De plus on a f(1)-f(2)=(-1)-(12) <0, pans ces
conditions, le théoréeme de la valeur intermédiaire affirme I'existence d'un
nombre Xo entre 1 et 2 tel que JS(x0)=0. Autrement dit, I'équation
4x3 — 6x* + 3x —2 = 0 admet au moins une solution dans l'intervalle 11;2[.

c) Théoréme 4 ( Théoréme du point fixe )

Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a,b]. sj f(I) C I, alors f admet
(au moins) un point fixe sur /. (C'est-a-dire : il existe (au moins) un réel x de [/
tel que fx)= X).

6. Fonctions réciproques (ou inverses)

Si f : [a,b] = R est une fonction continue= et strictement croissante= (resp.
strictement décroissante-.), alors J/ est une bijection= de la,b] vers

I'ensemble d'arrivée.. [f(@), f(B)] (resp. Lf(D); f(@)]). La bijection réciproquef ™" est
continue et strictement croissante (resp. décroissante).

@ Texte légal : Consequence

Si f est une fonction continue et strictement croissante (resp.strictement
décroissante) de f :[a,b] = [m,M] alors,/ admet une bijection réciproque

notée £ avec 7! [m, M] - [a,b).

. . ! Mr. LATELI Ahcene
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Chapitre II :Limites et Continuité

f Définition : Théoreme

= Si f est une fonction continue et strictement croissante (resp. strictement
décroissante)
sur un intervalle [@,b] | alors J admet une fonction réciproque ! continue et
strictement

[croliﬁsante (resp. strictement décroissante) sur Lf (@), f(D)] (resp. [f(D), f(@)] ) vers
a,bpj

Proposition
Si f:[a, b= R est continue et strictement croissante (resp. strictement

décroissante), alors [ est continue et strictement croissante (resp.
strli?ctement décroissante) sur [f(@), lim,p- f(X)[ (resp. 1limep- f(X), f(@)] ) vers
[a, D[ .

F. Evaluation formative

Objectifs

Tester la compréhension

1. Calcule des limites
Compréhension

Question
[Solution n°1 p 19]
Trouver les limites suivantes ou dire si elles n'existent pas.
x—1

x3—1.
) 3 1
lim,_,g x°cos =

2. X7,
3_ limx_>+oo Vx+ - \/}.

1‘ x—>ool+_x
4. M o0 ( x).

1 1imx—> 1

2. La continuité
Compréhension

Question 1
[Solution n°2 p 19]

Etudier la continuité de fonction suivante en Xo = O:

1
x?sin — six #0
fx) =
0six=0

Mr. LATELI Ahcene .l . .
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Chapitre II :Limites et Continuité

Question 2

) [Solution n°3 p 19]
Etudier la continuité sur le domaine de définition de la fonction :
sin x
fixH —
2 +sin x

3. Applications de continuité

Prolongement par continuité

Montrer que les fonctions suivantes définies sur IR* sont continues sur R* et dire si
on peut les prolonger par continuité sur R.

Question 1
[Solution n°4 p 19]

g(x) = sin(x) - sin(i)

Question 2
[Solution n°5 p 20]

2
cos“x — 1
h(x) = ———
Théoréme des valeurs intermédiaires
Question 3
[Solution n°6 p 20]
17

I\gogtrer que I'équation : x!” = x!! + 1 admet au moins une solution sur l'intervalle
[0,2].

. . . Mr. LATELI Ahcene
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Questions de
synthese

Montrer

gue toute fonction polyndme de R dans IR, de degré impair, s'annule en au moins

un point.

Montrer

que I'équation x> + x> = 5x — 4 admet une unique solution sur R.

Mr. LATELI Ahcene | W . . . ‘



Solution des
exercices

> Solution n°1 (exercice p. 15)

1. On remarque que x3—1=(x—1)-(x2+x+1), donc
lim x—1 ¥ 1 1
im_; —— =lim,, — = —
e XIx24ix+1 3.
. cos —=|< 1 lim,_0x’cos — =0
2. Onalim,ox° =0etI x3| alors ° .

3. On utilise I'expression conjugulée lim, 400 VX+3 = Vx =0,

xIn(1+—) ) 1
. (1 + _)x =e X hmx—>+oo (1 + _)x =e
4. On sait que X , d' ou X .

> Solution n°2 (exercice p. 15)

1
|sin —|< 1
t

1
lim,_o f(x) = lim,_o x%sin — = 0
x I

On a x ,carlim_ox*=0¢
comme im0 f(x) = f(0) alors la fonction / est continue en point Xo = 0.

> Solution n°3 (exercice p. 16)

La fonction J est définie sur IR, on a les fonctions x — sinx et x — 2 + sin x sont
continues sur R et la fonction x — 2 + sin x ne s'annule pas sur IR, alors la fonction
f qui est le quotient de deux fonctions précédentes est continue sur IR.

> Solution n°4 (exercice p. 16)

1

X — .
Comme X est conltinue sur R* et que X > 8in(x) est continue sur R, alors par
L xsin(-) . . . .
composition, x” est continue sur IR*. Par produit, 9 est donc continue sur
]R*
1

) . . _ x> sin- ,
On sait que limy—osin(x) =0 et |a fonction x est bornée par 1, donc on a

1imx—>09(x)=0, comme la limite existe et finie alors on peut prolonger 9 par
continuité en 0 en posant 9(0) =0,

> Solution n°5 (exercice p. 16)

Mr. LATELI Ahcene .l . .
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Solution des exercices

Comme précédemment facile de démontrer la continuité de h sur R*. De plus on a

02
. . —Ssimn-x
lim,_,o h(X) = lim,_,o =
X

, comme la limite existe et finie alors on peut
prolonger h par continuité en 0 en posant h(0) =0,

> Solution n°6 (exercice p. 16)

on pose f(x)=x"7—x""—1 |3 fonction f est continue sur [0,2] car elle est

polynomiale, de plus on a

fO)- f(2) =-@2"7 -2 = 1) <0, d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il
existe ¢ €]0,2[ 1.g. f(c) =0,

. . . Mr. LATELI Ahcene
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Solution des
exercices

> Solution n°1 (exercice p. 9)

O o
O n'existe pas
O -1
® 1

Il s'agit d'une forme indéterminée. On va multiplier par ['expression

conjuguée.
, Vi+x2—Vi+x x-1
hmx—>+oo ) = hmx—>+oo =1
X X
> Solution n°2 (exercice p. 9)
O est égale a 0.
O est égale a +o0o0.
O est égale a —oo.
@ n'existe pas.
i -1 -1 T -1 -1 N
1M, o+t — = — = —00 1M, _,op- — = — = +00
ona U Tx T 0 et U x T 0 ,
. -1 ) -1 ) -1
hn’lx—>0Jr * hmx—>0’ - 11Inx—>0 - .
et comme X x , alors X n'existe pas.

> Solution n°3 (exercice p. 9)

M. LATELT Ahcene BN N
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Solution des exercices

V] est une forme indéterminée du type 0°.
[] est égale a 0.
D n'existe pas.

|Zl est égale a l

On a une forme indéterminée du type 0°, pour lever I'indétermination, on utilise
I'expression suivante au voisinage de O :

X xInx xInx 0 1

x* = e*"* et comme lim,o+ xInx =0 on a lim,o+ """ = €” =

. . . |L Mr. LATELI Ahcene
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Glossaire

Cercle trigonométrique

Le cercle trigonométrique est le cercle de centre O et de rayon 1 sur le quel on
définit un sens de parcours : sens trigonométrique direct ou indirect.

Continuité en un point

On dit que f est continue en xo si et seulement si la limite de f(x) est égale
f(x.) lorsque x tend vers Xo.

Continuité sur un intervalle
f est continue sur I si et seulement si f est continue en tout point de I.

Cosinus

Soit M un point du cercle trigonométrique.
On appelle cosinus de I'angle (OI, OM), I'abscisse du point M.

Domaine de définition

ou ensemble de départ d'une fonction réelle d'une variable réelle Ensemble des
éléments pour lesquels la fonction f est définie.

Ensemble d'arrivée

ou image d'une fonction réelle d'une variable réelle est
f(D)={y R/ y=f(x), x<D }.

Extremum d'une fonction
Un extremum est un minimum ou un maximum.

Fonction bijective
Fonction injective et surjective a la fois.

Fonction bornée

f est bornée, si f est a la fois majorée et minorée c'est-a-dire:
im,Me<R, tel que VxcD, m=f(x)<M.

Fonction croissante
vxi, X2 € I, tel que x:<xz== f(Xx:)=f(x-).

Fonction décroissante
Vx, x2c I, tel que x<xz2 = f(x1)2f(xz).

Mr. LATELI Ahcene " B . . . ‘.
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Glossaire

Fonction dérivable au point xo

f est dérivable au point xo si et seulement si la quantité f(x)-f(x.) / x-xo admet
une limite finie lorsque x tend vers xo.

Fonction dérivable sur un intervalle

f est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de I.

Fonction dérivée
La fonction dérivée ou dérivée de f sur I est la fonction f” qui a tout x de I
associe f/(x).

fonction monotone

Une fonction qui est croissante ou décroissante.

Fonction polynome de degré 1

Une fonction polynéme de degré un f est une fonction dépendant de deux
parametres réels a et B et définie pour tout xer par : f(x)=ax+B ou a#0.

Fonction polynome de degré n
Un polyndme de degré n est une fonction f dépendant de n+1 parameétres réels
a’,az,...,an et définie par f(x)=anx"+am1xN-1+,..+aix+a’ ot a™#0.

Fonction strictement croissante
Vx,xcI, tel que x:1<x> f(X1)<f(X2).

Fonction strictement décroissante
Vx1, x2cI, tel que x:<x== f(x1)>f(xz).

fonction strictement monotone

Une fonction qui est strictement croissante ou strictement décroissante.

Fraction rationnelle

Une fraction rationnelle se présente sous la forme P(x)/Q(x),ou P(x),Q(x)
sont des polyndmes a coefficients dans & (ou C ).

Graphe ou courbe représentative d'une fonction réelle d'une variable réelle

Ensemble des points M de coordonnées (x,y) avec xeD et y=f(x).

Parité d'une fonction numérique

En mathématiques, la parité d'une fonction d'une variable réelle, complexe
ou vectorielle est une propriété qui requiert d'abord la symétrie du domaine de
définition par rapport a l'origine, puis s'exprime par I'une ou l'autre des relations

suivantes :
1. fonction paire : pour tout x du domaine de définition, f (—x) = f (x) ;
2. fonction impaire : pour tout x du domaine de définition, f (=x) = —f (x).

Point d'accumulation

Un point a de D est un point d'accumulation de D s'il existe des points aussi
proches que |'on veut de a, distincts de a et appartenant a D.
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Glossaire

C'est-a-dire s'il existe a, b eIRt.q. a < a < b et D 2]a, a[ula, b[

Sinus

Soit M un point du cercle trigonométrique. On appelle sinus de l'angle (OI,OM),
I'ordonnée du point M.

Voisinage de point %o

Tout intervalle ouvert de R contenant x : va>0, Jxo-a,x.+a[ est un voisinage
de xo.
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