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3. CONTINUITE

3.1-Continuité en un point

3.1.1 Définition : Soitf I - R et Xo un point de I. On dit que f est continue en
Xo, SI

lim £ (x) = f(xo0)

x—-x0

Cette définition peut aussi s’écrire :

Ve>0, Ja>0: Vx€el: |[x—xy| <a = |[f(x)—f(xg)| < ¢

3.2- Continuité a droite — a gauche en un point

e La fonction f est continue a droite en xg, Si

Jim_ £ () = £ (x0)
Ceciestéquivalenta:ve >0, da>0: Vxe€l:0<x—xy <a = |f(x) —
fxo)l < €
e De méme, f est continue a gauche en x, Si

Jim GO = £x0)

Ceciestéquivalenta:ve >0, 3a>0: Vx€:0<xg—x<a = [f(x)—

fo)l < €

Remarque: f est continue en x, si et seulement si f est continue a droite et a

gauche de x;.

Exemples :
x—1],x#1

b f(x):{l 0, x=1

sinx

2) g(x) = {W

0, x=0

,x+0

Les fonctions f et g sont elles respectivement continuesen x, =1etx, =07
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Réponses :
x—1, x>1
Dfx)=|x—-1| = 1—x; x <1
0; x=1

o limfCo = lim(x—1)=0=f(1)

e limf() = lim(1-x=0=f(D)

Donc, la fonction f est continue x, = 1.

sinx

2)f(x):W? X0 =0

sinx

;x>0

sinx

— _ x
f(x)_ x| - si_n;c; x <0

f(0)=1

* SO = g SR 1210

o xlirgl_f(x) = xlirgl_ I~ Qi - =1 2 f(0)

—X x-0— X

La fonction f est continue a droite de x, = 0 ; mais elle n’est pas continue

a gauche de x, = 0 ; donc elle n’est pas continue en x, = 0.

3.3- Fonction continue sur un intervalle

Une fonction définie sur un intervalle | est dite continue sur I, si elle est

continue en tout point de 1.

Exemples :
1) une fonction constante est continue sur son domaine de définition.

2) La fonction identité (f(x) = x) est continue sur R.
3) Les polynémes sont des fonctions continues sur R.

4) La fonction f(x) = sinx est continue sur R

2
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3.4- Opérations sur les fonctions continues

Si f et g sont définies sur un méme intervalle | et sont continues en un point

x, € I ; alors les fonctions f+g ; f.g ; eti (g# 0) ; |f] et /f sont continues en ce

point.
3.5- Continuité de la fonction composée

Soitf: I->I'etg:I'-» R. Sif est continue en x, et g est continue en f(x,) ;

alors gof est continue en x.
Exemples : Soient
1) h(x) =vVx?+x+1
2) h(x) =sin(x? +x + 1).
3.6- Théorémes sur les fonctions continues sur un intervalle fermé

3.6.1 Théoréeme 1 :

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b]. Si f(a) et f(b) sont de

signes contraires, alors il existe au moins c €]a ; b[ tel que f(c) = 0.

Exemple : soit f(x) = x°> - 3x + 1

Ona:f(0)=1; f(1) =-1 et f est continue sur [0 ; 1] ; alors il existe au moins
c €]0; 1[ tel que f(c) = 0.

3.6.2 Théoréme 2 : Théoréme des valeurs intermédiaires

Soitf: I = Retx;; X2 €1, etf(xy) et f(x2) deux valeurs quelconques de f ; alors

f atteint toute valeur intermédiaire entre f(x;) et f(xz).
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3.6.3 Théoréeme 3 : Soit f: I - R, monotone ; alorson a :
f est continue sur | est équivalent a f(I) est un intervalle.
3.6.4 Théoréme 4 : Théoréme de la fonction réciproque

Soitf: I = R, si f est continue et strictement monotone sur I, alors :
1) La fonction f est bijective
2) La fonction réciproque notée par f* est strictement monotone et est de
méme sens que f.

3) La fonction f* est continue sur f(l).

Exemple
Soit la fonction f définie par :

f:[1, 4> > R
X - y=f)=Vx2-1

1) Montrer que f admet une fonction réciproque.
2) Déterminer son domaine de définition

3) Déterminer son expression.
Réponse :

1) Existence de la fonction réciproque ?
e La fonction f est continue sur [1,+[ (car composée de
fonctions continues)

e Elle est strictement croissante sur cet intervalle

Eneffet:Vx<x 2x?<x?=x2-1<x2-1>

Jx2—1< Jx2—1= f(x) < f(x)

Donc fa fonction réciproque existe.
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2) Déterminons son domaine de définition

Df = f([1,+=])
f(1) =0et xl_i)rJrrlmf(x) =+

Donc :

Df = f([1,+=[) = [0, +[

3) Expression de la fonction réciproque ?

Soit:y=vVxZ—1=y?=x*-1=>x=,y2+1 oux=—y?+1

Comme x € [1,+=[

La bonne réponse est : x = {/y? + 1

Donc la fonction réciproque est donnée par :

i) =vy*+1
3.6.5 Fonctions réciproques circulaires

a) Fonction Arcsinus
Soit f : [-%;%] - [-1:1]

y - x=f(y) =siny

La fonction f est continue ; strictement monotone, car strictement croissante.
On peut donc définir une fonction réciproque que nous noterons par g (ou f
1y, donnée ou notée par : y = g(x) = f1(x) = Arcsinx et définie par :

it - . T.m
soitg:[-1;1] - [-3:3]

X -y =9g(x) = Arcsinx

b) Fonction Arccosinus
Soitf:[O;m] - [-1;1]
y - x=1f(y) = cosy
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La fonction f est continue; strictement monotone, car strictement
décroissante. On peut donc définir une fonction réciproque que nous noterons
par g (ou f'), donnée ou notée par : y = g(x) = f(x) = Arccosx et définie par :
soitg:[-1;1] —  [-3;5]

X -y =g(X) = Arccosx

c¢) Fonction Arctangente
Soitf:]1-;2 [ - R
2°2

y - x=f(y)=tgy

La fonction f est continue ; strictement monotone, car strictement croissante.
On peut donc définir une fonction réciprogue que nous noterons par g (ou f°
1), donnée ou notée par : y = g(x) = f*(x) = Arctgx et définie par :

itqg - T.¢m
Soitg: R - ]-2,2 [

X — y=g(x)=Arctgx

d) Fonction Arccotangente
Soitf:]0;n] - R
y - x=f(y)=cosy

La fonction f est continue; strictement monotone, car strictement
décroissante. On peut donc définir une fonction réciproque gue nous noterons
par g (ou f1), donnée ou notée par : y = g(x) = f*(x) = Arccotgx et définie par :
soitg:R - ]0;m |

X = y=g(x) = Arccotgx

3.7- Prolongement par continuité
Soit f une fonction définie sur un intervalle I, sauf (peut étre) en x, €1.

Supposons que f ait une limite (finie) [ au point xy; la fonction f(x) définie

par :
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f(x) — {f(x)’ X #F Xo

[, x =x,

est appelée prolongement par continuité de f en x,.

Exemples :
1)(x)=t97x,x0=0.
_ tgax . e
2)(x)_tgbx ,a,bE R ,X()—O.
Les fonctions f et g admettent-elles des prolongements par continuité en
Xog = 0.
Réponses :
i = im 9 = i S 1
1) Ona.}lcl_r)réf(x) = chllré . —chl_r)r(l) = 1,
von 2N (f(x), x#0
Douf(x)_{ o
2) li f( )_ li tgax __ li sinax cosbx __ li sinax bx .cosbx
xli% X) = xll% tgbx leI(l) cosax sinbx xlirolax' ax.cosax = bx.sinbx
) sinaxcosbx bx 1 a
limax. — — =
x—=0 ax. cosax sinbx bx b
. g(x), x#0
D’ou g(x) = a _
E' x=0



