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Chap2 : LIMITES
2. LIMITES

2.1- Intervalles centrés

Des intervalles tels que [xqg — a; xp+ a] et Jxo — o ; xg b+ a [ dans lesquels a
est un réel positif et non nul, sont respectivement appelés intervalle centré
fermé et intervalle centré ouvert de centre x,. Le nombre o s’appelle rayon de

I'intervalle.

2.2- Voisinage d’un point de R
Soit x, un point de R ; on appelle voisinage de x, toute partie V, de R

contenant un intervalle ouvert de centre x,.

2.3- Limite en un point x,

Soit x, € R et f une fonction définie dans un voisinage de x,, sauf peut étre en
Xo. On dit que f admet le nombre | pour limite au point x, (ou encore que f(x)
tend vers | quand x tend vers x;), si quel que soit ¢ positif, il existe un nombre
a positif (dépendant en général de ¢) tel que pour tout x différent de x, et
vérifiant |x — xo| < @, on ait |f(x) — 1| < e.

C'est-a-dire, pour x voisin de x, , f(xX) est aussi voisin de | qu’on veut.

Sous forme quantifiée, cette définition se traduit par :

Ve>0, Ja>0: Vx: [x—x| <a = |f(x)-1| < ¢

On écrit aussi : limOf (x) =1
X—X

Exemple : Montrer que limi(Bx — 2) =1

x-1
Réponse :
Ve>0, Ja>0:Vx: [x—1|<a = [B3x—-2-1|< ¢

Bx—3| <& = 3lx—-1 < e= |x—1|<§

Il suffit de prendre a = g
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2.4- Théoreme : Si une fonction admet une limite | en un point x,, cette limite

est unique.

2.5- Limite a droite — a gauche en un point
» On dit qu’une fonction f admet le nombre | pour limite a droite de x,
Si:
Ve>0, Ja>0: Vxi0<x—xy<a = |f(x)—l| < ¢
Notation : lim+f(x) =1

X=X
» De méme, une fonction f admet le nombre | pour limite a gauche de
Xo SI:
Ve>0, Ja>0: Vx:0<xp—x<a = [f(x)=-1l|< ¢
Notation : lim f(x) =1

X=X

Exemples :

fe)=Ix=1]; xp=1

sinx

2)f(x):W? % =0

Calculer : lim f(x)

X—X0
Réponses :

x—1 x>1
Dfx)=|x—1| = 1—x; x<l1
0; x=1

o limf(x)=lim(x-1)=0
e limf(x)=1lm(A—-x)=0
x—1" x—1"
Donc, limf(x) =0
x—-1

2) f@) = % =0

sinx

f( ) __sinx X ;X > 0
ST Siﬂ; x<0
—x
. . sinx
. le%1+ f(x) = lerglJr ~ 1
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. . sinx . sinx
e limf(x)= lim — = lim — =-1
x—0" x—-0" —X x—0" X

Donc, lin?) f(x) n’existe pas.
x>

2.6- Opérations sur les limites

2.6.1 Théoréeme :

f

Si f et g admettent respectivement pour limites | et I’ en x,, alors f+g ; f.g et "

admettent respectivement pour limites | + I ; I et i (I'#+ 0) en x,.

2.6.2 Rappel : formes indéterminées

On a les formes indéterminées suivantes : 5 0.00 ; 00.00; 00 — 00 ; AUSSI, NOUS

avons : 0°; 1% ; o®

2.6.3 Théoréme :

Soient Soitf; g: I = R et Xo un point de I.

Sif(x) < g(x) etsi limof(x) =1; limog(x) =[";alorsl <l
X=X X—X

Remarque :
Le résultat reste vrai pour I'inégalité stricte, c’est-a-dire :
Sif(x)< g(x) alorsl <l

2.6.4 Théoreme de I'encadrement :
Si f(x) < g(x) < h(x), si limof(x) =1 etsi limoh(x) =1[; alors limog(x) =l

Exemple :

sinx

<1

X

VX € }0,%{, Cosx <
Nous avons
limf(x) =1=1imCosx =1
x—0 x—0

chlil(l)g(x) = chl_I)T(l)l =1

sinx
=1

Donc lim
X—

0 x
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2.6.5 Théoréme :

a) limof(x) =l = limolf(x)l = |l], (f(x) et I en valeur absolue)

b) limof(x) =0e lim0 If(x)I =0



