Cours de Mathematiques

module: MATHS 1



Fonctions usuelles simples

Fonctions circulaires

* y=sin x. Période 2 m, impaire, sin (x + T) = —sin x
clo @ ® =® ®m _
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sin x| 0.7 lf' ”*'I—IEF' ""'Il—liﬂ 1% 0
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* y = cos x. Période 2 m, paire, cos (x + ) = —cos x.
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Fonctions circulaires

sinx . . .
y=tan x= o Période m, impaire.
fI 8 |8 T I
g = L &*
* 6 4 3 2
tan x| 07 LF‘ 12 ﬁ,-'ﬁ-*'“ + oo
J3
cosx 1

. Période m, impaire.

* y=cCotan x = —
s$In X tan X

f Y { k!
cotan x = tan |L g — xj= — tan |L x+ r—[j
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X ] — - = —
& 4 3 2
I 1
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Fonctions circulaires inverses

* y= Arc sin x <> x = sin j

(5=
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(5=

X

AVieC
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Arc sin x‘—;?‘ 02 5

¥ = arc sin x.

N
fArc sin x+ 2 w1
= .

T — Arc sin x+ 2 a7
(72 entier)

* y=Arc cos X< X = COs )i avec

x ‘—1 + 1

0
0
oy 0
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Arc cos x‘ T ™

¥=Arc cos x

[A_rc cosx+ 2 nm

& x = cosy.

w_—ﬂrc cos x+ 2nm
(7 entier)
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<> x = siny.

O=y=m.
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Fonctions circulaires inverses

T T
* y=Arctan x<» x=tan ), avec —5 <¥<+5etxc .

e 4+ oo iy 4 oo

Arc tan x P ) [ s

a1 H

¥ =Arc tan x
= Arc tan x + sIT <> X = tan y
(77 entier).

. . L "

Relations : Arc cos x + Arc sin x = 5 avec x [—1, 1]

wt+ o
Arc tan & + Arc tan » = Arc tan PETT,

—

(72 =10 s1 wmr=1,

=+ 1 si wmr=1, avec wm et v posirtifs,

m=—1 si wmr>=1, avec wm et vnégarifs).
I

Arc tan x + Arc cotan x = 3 »

1 i
Arctan — si x>0,
Arc cotan x = ~

1 .
T+ Arctan — s1 ox=10.
x

—

g"-":._rJ:l::u'l.zvu:'+z“-"u.ru;:l::l.n1 =Eg{E=i 1, avec x> 0).
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Fonction exponentielle y = a*
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Deqel xl|-0 0 +w
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ia’= <, a" =a", les graphes de y = 4 et y= 2™ sont symétriques par



Fonction logarithmique y = log, X

Nortation : log, x est le logarithme de base a de x;
In x ¢ de x, dit logarithme népérien.

y=log, x&= x=a'

y=Inxe= x=¢l

RELATIONS FONDAMENTALES :
log,a=1,Ine=1 (e, base des logarithmes népériens = 2,718 28 ...).

log,, #" = mlog, u, log, uv=log, u+log, v

In x
log, x=log, bx logy x= n s

log, b logya=1,
logig x=M.nx, M=0,43429 ._.;

eln _ x pour x = (.

In (e") = x pour tout réel x.



Fonction logarithmique y = log, X

Variation :
¥ |0 | +oo
as1
logx|-c02 07 +e0
x |0 | 400
D{:'Eﬂ].
log xc [+e0y 0N —eo




Fonction puissance y = xX™

y=i"= 0T Jafir pour x>
(m P |

| x défini aussi pour x< 0 si  est rationnel de la forme m = ——

Aoy [y ()
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Fonctions hyperboliques

.51'+ -
chx=5TF ch x + Sh x= ",
X '2'—.1'.'
shx=5S"°¢° ch x—Sh x=¢e™,
th :-r:‘: shx _ e -1
chx‘ E-Er-l—]_



y= ch x (paire)

x |0 4o

chx|[l72 4o
y=sh x (impaire)

x |0 4o

shx|072 oo
y = th x (impaire)

x |0 +e

thx|072 |




Fonctions hyperboligues Inverses

——

y=Argsh x=Iln (x+ au"l:-:2+ 1) <= x=shy.

x |_c=c- )] + oo

J"s_rgshx|—mf' 0. 4+ e

2
y=Argch x=In (x+ Wx —1) = x=ch y,
avec y > 0 (définie pour x> 1) .

A |1 + oo

P!._rgu._hx|ﬂ'f' + oa

y=—Arech x=In (x— m"x —1}1:‘:- x=ch y,
avec y < 0 (définie pour x> 1).

1 1+ x
y=ﬂrgrhx=§|n1_x1:}x=5h;}r
(définie pour — 1 < x < 1).
x |-1 0 +1

E':._rgl:hx|—c=:-ﬁ 0. 4+ e



Trigonométrie



Trigonomeétrie plane

RELATIONS ENTRE LES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES.

7 . 510
Ccos” x +5Iin” x=1, rtanx=

,  Cotan x = ,
COs X tan x
1
2 1 . 9 1 tan~ x
COs~ X = — . sin®x= — = -

l +tan” x l +cotan” x 1 +tan” x



ADDITION DES ARCS.

cos (@ + b) = cos a cos & —sin asin b,
cos (@ — b) = cos @ cos £+ sin @ sin &,
sin (@ + &) = sin @ cos & + sin b cos a,
sin (@ — &) = sin @ cos & —sin b cos a,

tan 4+ tan &

l —tan & tan &’
tan & — tan &

l +tan g tan &’
cotan &.cotan &— 1

tan (a + b) =

tan (a— b) =

cotan (a + &) = :
cotan #+ cotan &

cotan d.cotan &+ 1

cotan (a— &) = :
cotan & — cotan &

cos (@+ b+ -+ [)=cos acos b...cos [{1 — 5 + 5,—-)

sin (@+ &+ +[)=cos a.cos b...cos [ (S — 55+ 5 + )
Sy = S5+ Sg 4 -

-8+ 85, —

tan (@ + b+ -+ [) =

S désignant la somme des produits p4 pde tan 4, tan &, ..., tan [



aIC COS 4 + arc cos b= arc cos [ab- ﬁq’r | - :12){1 - &1]]

' f 7
arc sin @ + arc sin b= arc sin [:i»Jl—!l%Ml—:f]
a+ b
arc tan @ + arc tan & = arc tan
| —ab
ab—1

arc cotan 4 + arc cotan & = arc cotan
a+ b



MULTIPLICATION DES ARCS ET FORMULE DE MOIVRE.

2
7 l —tan“a

2 2 g =3
1 + tan~«

cos 2 d= Cos" &— sin

g .
da=2cos~a—1=1—2 sin

: . 2 tan 4
sin 2 & =2 sin & COSs & = 2 »
1 + can”
2 tan &
tan 2 & =
¥
l —tan<a
(cos @ + isin &))" = cos ma + isin na,
2 _ . 72 4 _ 4 .
COS M = COS" & — o cos® 2 asin® a + C, cos” * .si"mn'i:l—---,
: 1 _ . 3 _ .
sin ma = C cos® ! gsin a— L cos” ™ asin” a + —

1
C” tan d — 'I:_?j,t:u'l3 A S

tan nd = .
2 2 4 4 )
1 — C,tan” a+ Cnmrl d— ---

cos 3 2= cos” @a— 3 cos @sin® @ = 4 cos® @a— 3 cos a,

2 3

sin 3 @ =3 cos® @asin & —sin- @ = 3 sin @ — 4 sin- a,

3
3 tang — tan”
tan 3 a4 = .

l—3-tan2.s;"

T e e — - - — - — - — —



DIVISION DES ARCS :

r — ' II )
sinf=illl_m5ﬂ, c&sf=i|'l+ﬂf,
2 N2 2 N2
1 —cosa -1 +ru'llrl+tan2¢;.'
tan = = + | = —
'l + cos a tan 4
B sin 4 B 1l —cos a
" l4cosa  sina
5in 4 = Cl cos™— | a sin a —C'Jr cos™ 3 £ gin3 a +
m w1 M e m e
i 2 14 .14 i v d .4 d
" - - m-d4 @ . 4
cosa=cos —-C, cos “—sn" = +C cos” " —sin = -,
i m m m m
| a4 3 34
C tan—-Ctan —+
m " oom
[an 4=
24 4 44



EXPRESSION DES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES EN FONCTION DE LA
TANGENTE DE L'ARC MOITIE :

2 a id id
l —tan = 2 tan— 2 tan—
2 i 2 2
COSs 4 = . SN 4= , tan = :
2d 2d 24
| +tan — | + tan — l —tan -
2 2 2

TRANSFORMATIONS TRIGONOMETRIQUES
. : : + —
5|r1lzr+511'1q=251r1*'ﬁ—jtir COS3 ‘%?,

p—q P79

51N p— 51N g = 2 sin ;
I3 q 7 7
cos p +cos g =2 cos

cos p—cos g =— 2 sin ' 7



TRANSFORMATIONS TRIGONOMETRIQUES

tan p + tan g = sin(p + q) ,
COS p.CO5 g
tan p— tan g = _Sm{ﬁ_‘?] :
COS p.CO5 g
cotan p + cotan g = an{‘p-l,_ 9) :
sin p.sin g
cotan p— cotan g = —f-lﬂ[}’l— 9) :
sin p.sin g
72a 1+cosa .2 da 1l —cosa
COs 5 = 2 . 5110 5 = 2 .
Fei sin & | — cos a 7 a@ | —cosa
an - = = - , man® — =
2 l4+cosa sin & 2 l1+4+cosa
T, a)

1+5inﬁ=2cn52[E—E), | —sin @ = 2 cos= (_+_
4 2 4



TRANSFORMATIONS TRIGONOMETRIQUES

] —sin a ;_l['
———— =tan
l +5in a

ER
= b
-
5
=

sin & + COS f:'=251r1[
4 2
, . M a+ b
sin & — cos #=— 2 sin (—— ] COS
4 .
LS

: \
cnsﬁ—sinfhl'sin[ —”’l_‘é COS [E—IH_'!;],

2/ 2
' -\
COS @ — Sin E=Esin[r—[—ﬂ+é| COS (E—ﬂ_ 5],
4 2/ 4 2



TRANSFORMATIONS TRIGONOMETRIQUES

cos (a— b
tan & + cotan &= { . }_.
COSd.5In &
—cos(a+ b
tan @ — cotan &= { : ) _.
COSd. 51N &

cos(a— b) —cos(a+ b) o5 2008 b — cos(a+ &) + cos(a— b)
2 T 2

sin(a+ &) +sin(a—b) 61 hocos 2 - sin{a+ &) —sin(a— b)
2 T 2

cos(@a— b)—cos(a+ ) tana sin(a+ b)—sin(a—b)

cos(a—b) +cos(a+ b))’ twanb sin(a+ &) +sin(a-b)

2

sin 4.sin b=

SIN &.CoS b =

tan 4.tan &=

cos (@ + b).cos (a— b) = cos® a—sin® b= cos® b—sin® a

sin (@ + 6).sin (a— b) = sin® a—sin? b= cos® b— cos? a



FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES DE QUELQUES ARCS.

. b4 T T T
Arc en radians 0 c a 3 3
Angles en degrés 0 30 45 60 90 180
. 1 2 B
{1 i P 0 3 ) 3 1 0
a0 e 1
(o o SO 1 2 7 3 0 -1
L2=11 TRRRPRTOR 0 ? 1 J3 on 0
COtaM. i L fﬁ 1 % 0 oo




SOMMES DE SINUS ET DE COSINUS D'ARCS EN PROGRESSION ARITHMETIQUE

sing+sin (@+h) +sin(@+2h) +. +sin[a+(n-1) A =

sin{ﬁ' y (-l ]h}ainﬂ}
2 2

3

cos @+ cos (@a+h) +cos(@a+2h) ++cos[a+ (n=1) A =

EDSI:.:? y (1 ”ﬂainﬂ}




Trigonometrie hyperbolique

DEFINITIONS :

X =X r —X X X
l

e —g e +e shy & —e
chx= Cthx= = -, cothy= —

7 X - :
2 ) ch x 1 th x

Shx=

D'oli:chx+shx=es,chx—shx=¢""



RELATIONS FONDAMENTALES

sh(—x)=—shx, ch(-x)=chx th(-—x)=-thx
2
1 — 5]‘[2 o thx:?
] —th™x 1 —th™x
ch(a+ b)=chach b+shashé

ch? x—sh?x=1, ch®x-=

ch (a— &) =ch ach &—sh ash &
sh (a+ &) =sh ach b 4sh bch a,



sh{a— &) =sh ach &—sh &ch a,

tha+théb tha—th &
e = hams’ "9 T _hame
chp+;hq=zchl%"f ch 24,

chp—chfjr=25h%qsh‘%q,

shp+5hg=25h‘p;q chpgq,

shp—ahg=25h‘p;q Ch‘a;q,

ship+ g)
thp+thg=ﬁ,

h _
th p—th g= ﬁ?

chi{a+ b+..+l)=chachéb...chi(l+5+5+5+-),
shia+ b+ -+ /)=chachb...ch{(5 +5+5+-.),

S; + 83+ S5+
1+, + 8, +

th{ga+ &+ .- +{)=

en désignant par Sp la somme des produits p 4 p des quantités th a4, th &, ...,

th £



MULTIPLICATION DES FONCTIONS HYPERBOLIQUES.

)
[hE:E:I:hE.:HEthI:Z[hIE—l=25h2£+1=1+th}ﬁr:
1ith a | —th"a
sh2a=2shacha=——,
| -th"a
ltha
th2a-= ;
| +thia
424 chatl
L 1= 2 :
. =Ehci’—1




thE— sh a _c,ha—l__l_lu'cha—l
2 cha+l sha ~ “ANcha+l’

(ch @+ sh )" = ch na + sh na =™,

chna=ch"a+C:ch" tash®a+Ct ch" % ash*a+ ...,

shna=Cl ch” 'asha+C3 ch” 3 ashda+ -,

4 Cith .—1+Cith5.-1+ljith5a+---:
1+Cth’a+C th'a+ .

ch3a=ch’a+3chash®a=4ch’ a—3ch d,

sh3a=3ch?asha+sh’a=4dsh’a+3sha

3 th .—1+th3a_

th3a-= 3
l14+3th a




EXPRESSION DES FONCTIONS HYPERBOLIQUES EN
FONCTION DE tha/2

SOMME DE sh ET ch EN PROGRESSIONS ARITHMETIQUES

chlf a-+ %1;;} ah%”:’

cha+ch(a+ M+ +chla+(n=1) 4 = ) ;
sh—J1

.r:r.-‘r?
sh ;z+—£ a"| h

sha+sh(a+H +--+shlas(n-1) 5 = ;
5]‘1—}




Nombres complexes ou imaginaires



Nombres complexes ou iImaginaires

Définition:

Definition. — Nombres z de la fmmr: z=a+bi, aet bérnt des nombres
réels et i le nombre imaginaire tel que i* = 1.



Formes trigonométrique et exponentielle. — En

posant :
@ a=p cos B, b=psinB, avec p=0 et
@ B [0, 2x],
@ =
Cn
..{H E on a
.IT: ----- rM z=plcos B + isin B) = pe'®,
b| F : EHEB=L,HHH=L,MHH=
) | 2 2 { 2 2
& i Axe Na + 6 @ + b
-t e
a reel B = arpument,

.' .
p=la+bil=asa*+ & =module.

Addition des imaginaives: z =a + b1, 27 =a”+ b7i

z+z"=(a+a”) +i(b+ &)

Différence des imaginaives: z—z"={a—a”) +1 (- 67).

-l



Produit d’imaginaires de la forme :

.. B
Z,=Py(cosB, +isin8)=p, e™ ‘
‘EI
p

Z=p| Py - Pylcos (B + 85 +
+isin (B +6; +.- +8,)] Q'

1087 +97 + - + 8y

=P1Py Pyt

Géométriquement : homothétie + rotation (= similitude).
Arpument de 7 = somme des arguments des z;.

Module de Z = produit des modules des z;

FORMULE DE MOIVRE :

|l

(cos B +1sin 8)™ =cos mb + 1sin mwh = e



VALEURS PARTICULIERES DE L'IMAGINAIRE :

erc. §

i4"+2=—1, itiu+3=_i:

g2 M Sim_ o

mis 141 S
Elmq=_._- —1=T=11;
7 |
o Ei’.'[-l].";_'r O _ E_im'll;'l_. (- I}-EI'. _ i—d::l'.:I o+l -1
La multiplication de z = p &'® par i soit iz = p €®.e™2 = p 8+ M) équivaut
i une rotation de + m/2. o -
La multiplication par — i, soit — iz = p e".e ™= = p e"” =™ équivaut 2 une

rotation de — 7t/2.



Relations entre imaginaires et fonctions circulaires, hyperboliques
et logarithmiques

Formule de Moivre : (cos x + 1 5in x)™ = cos mix + 1 sln mix = '™,

1X —1x 1x —1x
COs x = = +e sin x=—— — %
2 ’ 21
cosix=ch x sinix=1ishx tanx=1th x,
. . 1 . 1 .
cos x=ch ix, sinx=—shix, tanx=— thix,
1 1
. . . . . f 2
arc sin x=—l1argsh ix=—1ln (ix+ &/1 —x"),
I
. . e | z
arccos x=—largchx=xiln(x +i4y1 —x"),
: ) 1 1 +ix
arctan x =— iargth ix= — In —
21 1 —1x
. . 1 1x— 1
arc cotan x = i arg coth ix= — In - )
21 1x+ 1

.. . . i
arc sin ix =1 arg sh x=1In (x+ n.,u'l—l—:l:';_l},

= " - n " II .;_I
arc cos ix = — i arg ch 1x = 5 +iln (x+ A1 4+ x7),
. ) i 1 + x
arc tan ix=iargthx= 5 In

1 — x
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