Cours de Mathematiques
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|_es fonctions réelles a une variable réelle



Notions de fonction
Définitions

Definition 1.1 Une fonction d’une variable réelle a valeurs réelles est une application
f:U—R, oulU est une partie de R.
En géneral, U est un intervalle ou une reunion d'intervalles. On appelle U le domaine de

définition de la fonction f.



Exemple 1.1 La fonction inverse :

fi1]—00,0[U]0,+00] — R

1
£ _— —.
£L

Le graphe d’une fonction f : U — R est la partie I'; de R* définie par

¥




Opérations sur les fonctions

Soient f : U — R et g : U — R deux fonctions définies sur une méme partie U de R. On

peut alors définir les fonctions suivantes :

» lasomme de f et g est la fonction f+ g : U — R définie par (f +g)(z) = f(z) + g(z)
pour tout z € U ;

 le produit de f et g est la fonction f x g : U — R définie par (f x g)(z) = f(z) X g(x)
pour tout x € U ;

o la multiplication par un scalaire A € R de f est la fonction A - f : U — R définie par
(A« f)(xz) =A- f(z) pour tout = € U.



Fonctions majorées, minorees, bornées

Définition 1.2 Soient f . U — R et g: U — R deux fonctions. Alors:
« f2gsiVoeU f(x)2g(s);
e f>0s VoeU f(z)>0;
e f>0si VeeU f(z)>0;
o f est dite constante sur U si dJa € R Ve eU f(z)=a ;

o f est dite nulle sur U st Yo e U f(z) =0.



Fonctions majorées, minorees, bornées

Définition 1.3 Soit f : U — R une fonction. On dit que :

e [ est majorée sur U si AM € R VYx e U f(z) < M ;

o [ est minorée surU si 3Im eR VYo e U f(z) > m ;

e f est bornée sur U si f est a la fois majorée et minorée sur U, c’est-a-dire si AM €

RVzeU |f(z)] <M.




Fonctions croissantes, décroissantes

Définition 1.4 Soit f : U — R une fonction. On dit que :

e [ est croissante sur U siVa,be U a<b — f(a) < f(b)

f est strictement croissante sur U si Ya,be U a<b = f(a) < f(b)

L ]

f est décroissante sur U si VYVa,be U a<b = f(a)>= f(b)

f est strictement décroissante sur U si VYa,be U a<b = f(a) > f(b)

f est monotone (resp. strictement monotone) sur U si f est croissante ou décroissante

(resp. strictement croissante ou strictement décroissante) sur U,




0, +00]— R

Exemple 1.2 o La fonction racine carrée | est strictement croissante.

k:z;l—u/:E

o Les fonctions exponentielle exp : R — R et logarithme In :|0,+00[— R sont stricte-

ment croissantes.

{
R—R
o La fonction valeur absolue n'est ni croissante, ni décroissante.

L — |z]

: \

|0, 4o[—R . ,
Par contre, la fonction est strictement croissante.
o 1]




Parite et périodicité
Définition 1.5 Soit I un intervalle de R symétrique par rapport a 0 (c’est-a-dire de la

forme | —a,a| ou |[—a,a| ouR). Soit f : [ — R une fonction définie sur cet intervalle. On

dit que :
o foestpairesi Voel f(-z)= f(z),

o foestimpairesi Yoel f(—z)=—f(z).



Interprétation graphique
« f est paire si et seulement si son graphe est symetrique par rapport a l'axe des ordon-
nées (figure de gauche).

« f est impaire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a l'origine (figure
g - g

de droite).

N/
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Exemple 1.3 ¢ La fonction cos : R — R est paire. La fonction sin : R — R est

Impaire.

Définition 1.6 Soit f : R — R une fonction et T un nombre réel, T' > 0. La fonction f
est dite périodique de période T si Yer € R f(x+T) = f(x).

Exemple 1.4 Les fonctions sinus et cosinus sont 2m-périodiques. La fonction tangente est

T-périodique.



Limites

Limite en un point

Soit f: I — R une fonction définie sur un intervalle [ de R. Soit zy € R un point de I ou

une extrémité de [.

Definition 2.1 Soit £ € R. On dit que | a pour limite [ en 1 s

Ve>0 >0 Voel |p—xp <0 = |f(x) -] <e




On dit aussi que f(x) tend vers [ lorsque x tend vers xy. On note alors lim flz) =1 ou
T—Tp

bien lim f = £.
ZIo
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Remarque 2.1 o L’inégalité |x — xo| < 0 équivaut a x €|xg — 0,0 + 0.

e L’inégalité |f(x) — l| < € équivaut a f(z) €]0 — €, 0 + €]



Soit f une fonction définie sur un ensemble de la forme |a, xo[U]xg, b] .

Définition 2.2 e On dit que f a pour limite +0C en xo st
VA>0 J6>0 Veel |z—xz<d — f(z)=>A

On note alors lim flx) = +oc.
a o

e On dit qgue [ a pour limmite —oC en xg St
VA>0 36>0 Veel |r—wx<d — flz)<—A

On note alors lim flx) = —oc.
Tr—Tao




Limite en I’infini
Définition 2.3 e Soitf € R. On dit que [ a pour limite £ en +0o0 si
Ve>0 dB >0 Vel x>B — |f(zx)—¥{| <e

On note alors Ell}l;l_lm f(x) =42 ou kg&f = /.

e On dit que [ a pour limite +00 en +0oC si
VA>0 3B >0 Vzel xz>B = f(zr)>A

On note alors mlla‘l—lrlco f(x) = 4o0.

On définirait de la méme maniere la limite en —oo pour des fonctions définies sur les

intervalles du type | — oo, al.

[N
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Exemple 2.1 On a les limites classiques suivantes pour tout n > 1 :

[
+00 st n est pair

e lim z"=+400 e lim z" =«
T—+00 I——00

—00 St est impair

o lim (i)zo et lim (l)zo.
r—+oo \ T r——o0 \ T



Limite a gauche et a droite

Soit f une fonction définie sur un ensemble de la forme |a, zo[U]zg, b].

Définition 2.4 ¢ On appelle limite a droite en xy de f la limite de la fonction f o
zo,b
en xy et on la note lil:rﬂ f.
Lo
e On définit de méme la limite a gauche en xy de f : la limite de la fonction f en

]a?mﬂ[

zg et on la note lim f.
Lo

e On note aussi ;Jl}nmlu f(x) pour la limite a droite et xll:.nxlo f(x) pour la limite a gauche.
> <

Dire que f : I — R admet une limite £ € R a droite en x signifie donc :

Ve>0 >0 zp<z<zp+d = |f(z)—{ <e



Unicité de la limite

St une fonction admet une limite, alors cette limite est unique.

Proposition 3.1

Proposition 3.2

Exemple 3.1

f:R—R
20+3 si x>0
T —
dr+5 si x <0
On a
lim f(x) =3 et lim f(x) =5 Dans ce cas on dit que f n’admet pas une limite en 0.
z—+) r—0

= <



Soient deux fonctions f et g. On suppose que x; est un réel, ou que gy = £00

Proposition 3.3 Si limf=(€R et limg=/ € R, alors :

T o

e lim(A-f)=A-l pourtout \ € R

Tp

e lim(f4g)=0+7

Ip

e lim(fxg)=0x/

Io

. 11
e sil 0, alors lg}‘l? =7
1
De plus, silim f = 400 (ou —0o0) alors lim — =0
o Io

e si h est une fonction bornée et liirmf = 0 alors lgm(h - f)=0.
0 0



Proposition 3.4 ( Composition de limites )

Silim f = et liEI,Ilg = (', alorslimgo f = /.
Iy :

Q)

Proposition 3.5 ¢ Sif<getsilimf=(cRetlimg=0 R, alors (<"

T|] .T|]

e Sif<getsilimf=+o0, alorslimg=+x.
Iy Iy

o Théoreme des gendarmes

Sif<g<hetsilimf=Ilimh="C€R, alors g a une limite en xy et lirmq =/,

Tp Ty 0




Continuité en un point
Définition

Soit [ un intervalle de R et f : I — R une fonction.

Définition 4.1  » On dit que f est continue en un point rg € I si

Ve>0 30>0 Veel |v—u)<d = |flx)—flxg) <€

c’est-a-dire

lim f(x) = f(xo)

I—In

e On dit que f est continue sur [ si f est continue en tout point de 1.
On note C(I;R) ou C°(I:R) l'ensemble des fonctions continues sur I a valeurs dans

R.



Définition 4.2 e On dit que f est continue a droite en point vg € I st

c’est-a-dire

Ve>0 36>0 Veel zo<ax<wo+0 = |f(x)— flao)| <e

e On dit que f est continue a gauche en point xy € I si

c’est-a-dire

Ve>0 30>0 Veel zp—0<u<wzg = |f(x)— flawg)| <e




Exemple 4.1

fR—R
2+1 si 0>
r— 3 sior=1

4o+ s 1<l
On a
}:Enlf(i’) =3=f(1) etli_IH flz) =94 f(1) Dans ce cas on dit que f n'admet pas une limite
> <
en 1.

f est continue a droite en 1 mais n'est pas ontinue a gauche en 1.

donc f n'est pas ontinue en I



Exemple 4.2 Les fonctions suivantes sont continues :
e la fonction racine carrée x — \/x sur [0, 400,
e les fonctions sin et cos sur R,
e la fonction valeur absolue x — |x| sur R,
e la fonction exp sur R,

e la fonction In sur |0, +0o0|.



Proposition 4.1 Soient f.q: I — R deuz fonctions continues en un point xy € I. Alors
e \-f est continue en xy (pour tout A € R),
o f+ g est continue en x,
e f X g est continue en o,

1

e sif(xg) #0, alors — est continue en .

Proposition 4.2 Soient f: [ =R et g:J = R deus fonctions telles que f(I) C J. Si f

est continue en un point 1o € [ et si g est continue en f(zp), alors go f est continue en o,



Dérivée

Dérivée en un point
Soit I un intervalle ouvert de R et f: I — R une fonction. Soit xg € I.

Définition 6.1 f est dérivable en xy si le taux d’accroissement M a une limite finie

lorsque & tend vers 1.

La limite s’appelle alors le nombre dérivé de f en 1o et est noté f'(xo). Ainsi

Remarque 6.1 Autre écriture de la dérivée.

: : . xro+h)— f(x
e [ est dérivable en xg si et seulement si }1111-% f(xo ) — f(zo0)
_:..

existe et est finie.



Definition 6.2 f est sur | si f est derivable en tout point g € I.

LGfOﬂCEOH;EHf(;E) est afn on dérivée de f, elle senoefou&f.

Exemple 6.1 La fonction définie par f(x) = o* est dérivable en tout point z € R. En effet

0= o) =2t (r-z)rtz
-t 4 _Gealera)
T — I I — I L— I T00

On o méme montré que le nombre derive de | en xy est 2o, autrement dit : f'(x) =2u.



f(z) = f(xo)

Definition 6.5 o f est derivable a droite en g, si lim = filx)
’ I—;ID T — LL'U
) - flz
o f est deriable a gouche en xp, 51 lim fle) - fi = f;(;fo)
- - :ﬂ—éﬂfg I -1 g

o f est dérivable en 1y < f est derivable a droite et a gauche enay et f'(1g) = fi(zg) =
H o
fg(m
Proposition 6.1 Soit I un intervalle ouvert, g € I et soit f: I — R une fonction.

o Si f est dérivable en xq alors f est continue en .

o Si f est dérivable sur I alors f est continue sur I.



Remarque 6.2 La réciproque est fausse : par exemple, la fonction valeur absolue est con-

tinue en 0 mais n'est pas dérivable en 0.

En effet, le taus d’accroissement de f(x) = |z| en zg = 0 vérifie :

flz)—f0) Jo| )+l siz>0
z =0 o -1 stz <0

Il'y a bien une limite a droite ( f(0) = +1), une limite a gauche (f,(0) = —1) mais elles
ne sont pas égales : il n'y a pas de limite en 0. Ainsi f n'est pas dérivable en z = (.
Cela se lit aussi sur le dessin, il y a une demi-tangente a droite, une demi-tangente a gauche,

mais elles ont des directions différentes.



Proposition 6.2 Soient f,q: 1 =R deus fonctions derivables sur I. Alors pour tout 1 € [
o (f+9)(0)= (e +9z)
o (\f)(z)=Af'(z) ou\ est un réel firé

o (Fxg)la) = fla)gle) + fla)ga)




Remarque 6.3 [l est plus facile de mémoriser les égalités de fonctions :

(f+g)=f+gd (A) =X (fxg)=fg+fd

-t [
f f? g g°

Preuve 6.1 Prouvons par exemple (f x g) = f'g+ f¢ .

Fizons xg € I. Nous allons réécrire le taux d’accroissement de f(x) x g(x):

f(@)o(e) = Flan)oleo) _ f@) = flao) 1 0le) =aleo)

LI — A £r — I I — I

—— f'(x0)g(wo0) + ¢ (o) f (o).

Ir—Iy



Remarque 6.3 [l est plus facile de mémoriser les égalités de fonctions :

(f+g)=f+gd (A) =X (fxg)=fg+fd

-t [
f f? g g°

Preuve 6.1 Prouvons par exemple (f x g) = f'g+ f¢ .

Fizons xg € I. Nous allons réécrire le taux d’accroissement de f(x) x g(x):

f(@)o(e) = Flan)oleo) _ f@) = flao) 1 0le) =aleo)

LI — A £r — I I — I

—— f'(x0)g(wo0) + ¢ (o) f (o).

Ir—Iy



Dérivee de fonctions usuelles

u représente une fonction x — u(x).

Fonction Dérivée
™ a1 (n € Z)
1 1
a 2
- 1 1
Vr 3T
a1 (ax € R)
e’ T
In = 1
a
COSs —s8in
sin & COS &
) ) 2 1
tan x 1 +tan”x = -5




Fonction

Dérivée

™ nu'u"1  (n € Z)
1 _ ul
u 12
y 1 o
Vu 3 i

u” auv'u*"!t (a e R)

u.l'

In u —
L

COS U —u' sinwu

sin u u' cosu
E [

tan u ' (1 + tan®u) = -4

cos? u




Composition

Proposition 6.3 Si f est dérivable en xq et g est dérivable en f(xg) alors gof est dérivable

en zg de derivee :

Preuve 6.2




Exemple 0.2 Caleulons o déie de b1 +). Nous avonsg(s) = n(e) ave (1) = i ;
et f(r) = 14.2° avee f(z) = 2. Alos o devige de n(1 +.2%) = go f(z) es

I

o) =4[ 1 47) e



Soit f: ] R une fonction derivable ef soit ' sa derive.
Sila fonction f': [ = R est aussi dérivable on note f" = (f')' Ia dérivée seconde de f.

Plus generalement on note :

Mg f_p f_p g f(nm:(f(m)’

i la dérivée n-feme £ existe on dit que f est n fois dérivable

Si £ est n fois dérivable sur [ et f™ est contimue sur I on dite que f est classe C"(I,R).



Theéoreme de Rolle
Théoréme 6.1 (Théoréme de Rolle) Soit f : [a,b] — R telle que

e f est continue sur [a,b],

e [ est dérivable sur|a, b,

« fla) = f(b).

Alors il existe ¢ €]a,b[ tel que f'(c) = 0.

f(a)=f(b)

il existe au moins un point du graphe de f ou la tangente est horizontale.



Théoreme des accroissements finis

Théoréme 6.2 (Théoréme des accroissements finis) Soit f : [a,b] — R une fonction
continue sur [a,b] et dérivable sur |a, b|.

Alors il existe ¢ €|a, ] tel que

f(b) - fla) = f'(c) (b-a)

Preuve 6.3 Posons [ = bg i f'tg( fle)=L-(z—a).

Alors g(a) = fla), g(b) = f(b) - T - (b- ) = fla).
Par le théoréme de Rolle, il existe c E]a [ tel que ¢'(c) =0.

Or ¢ (z) = f'(x) = L. Ce qui donne f'(c) = b) fo-1a)

—



Fonction croissante et dérivee
Corollaire 6.1 Soit f: [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b|.
1. Vr€la.b] fl(r)>0 <<= [ est croissante ;
2. Y €la,b] f'(x) <0

f est décroissante ;

4. Y €la,b] f'(x) >0

e

3. Vr€la,b] f'(r)=0 <<= [ est constante ;
= [ est strictement croissante ;
—

5 Y €la,b] f'(x) <0

f est strictement décroissante.

Remarque 6.4 La réciproque au point (4) (et aussi au (5)) est fausse.
Par ezemple la fonction x — > est strictement croissante et pourtant sa dérivée s’annule

en (.



Regle de I’Hospital

Corollaire 6.2 (Reégle de I'Hospital) Soient f,g : [ — R deux fonctions dérivables et
soit xg € 1.
On suppose que

e lim f(x)= lim g(x)=0.( ou oo )

I—Iyp Ir—Iy

i lim L\

=10 g (;1:)

= /.

=/( (e¢R) alors lim /@)

T—+T0 Q(Jb)




Exemple 6.3 Calculer la limite en 1 de ]“(i;_l). On vérifie que :

e fle) =lne? 42— 1), lim f(2) =0, f/(2) = 222

2421’

e g(z) =In(z), lim g(x) =0, ¢'(x) = .

r—1

file) 2241 o 2% + 1 a
glo) 2+z-1 T Rfa—1

Donc
f(x)

g(;{;) r—1

> 3
7 J.
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