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Exercices ¢ Calculs d’intégrales

Motivation

Nous allons introduire I'intégrale a 1'aide d’'un exemple. Considérons la fonction exponentielle
f(x) = e*. On souhaite calculer I'aire «f en-dessous du graphe de f et entre les droites d’équation
(x=0), (x=1) et 'axe (Ox).

y /y:ex

Nous approchons cette aire par des sommes d’aires des rectangles situés sous la courbe. Plus

précisément, soit n = 1 un entier; découpons notre intervalle [0,1] & I'aide de la subdivision
12 i -1

0,= oy, =, 1),

spopr oo’
On considere les «rectangles inférieurs» %, chacun ayant pour base l'intervalle [%, %] et pour
hauteur f (%) = e~/ Lentier i varie de 1 & n. Laire de X est «base x hauteur» : (L — &l

L
n n n
. r
eli=Din — %eT.


http://www.youtube.com/watch?v=qXDhD4y_GtQ
http://www.youtube.com/watch?v=0Na28lA-2aA
http://www.youtube.com/watch?v=y8-0OvFmAf8
http://www.youtube.com/watch?v=Nltru5TPFCI
http://www.youtube.com/watch?v=Yd74zJSYTPU
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00015.pdf
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La somme des aires des %; se calcule alors comme somme d’une suite géométrique :

i-1

i-1 1I\n 1
Ten 1R, 11 11—(en) n

= — n = — = -1)——e—1.
i:Zi n nizzl(e) no1_ex e%—1(e et

. . . X _ . .
Pour la limite on a reconnu 'expression du type % — 1 (avec ici x = %).
x—

Soit maintenant les «rectangles supérieurs» %;, ayant la méme base [%, 1] mais la hauteur

(L) =e"™. Un calcul similaire montre que ¥ ¢~ — ¢ — 1 lorsque n — +co.
Laire & de notre région est supérieure a la somme des aires des rectangles inférieurs ; et elle est
inférieure a la somme des aires des rectangles supérieurs. Lorsque I'on considére des subdivisions
de plus en plus petites (c’est-a-dire lorsque 1’'on fait tendre n vers +oo) alors on obtient a la limite
que l'aire «f de notre région est encadrée par deux aires qui tendent vers e —1. Donc I'aire de notre

région est of =e—1.

Y y/y:ex
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Voici le plan de lecture conseillé pour ce chapitre : il est tout d’abord nécessaire de bien comprendre
comment est définie I'intégrale et quelles sont ses principales propriétés (parties 1 et 2). Mais il
est important d’arriver rapidement a savoir calculer des intégrales : a4 'aide de primitives ou par
les deux outils efficaces que sont I'intégration par parties et le changement de variable.

Dans un premier temps on peut lire les sections 1.1, 1.2 puis 2.1, 2.2, 2.3, avant de s’attarder lon-
guement sur les parties 3, 4. Lors d'une seconde lecture, revenez sur la construction de I'intégrale
et les preuves.

Dans ce chapitre on s’autorisera (abusivement) une confusion entre une fonction f et son ex-
pression f(x). Par exemple on écrira « une primitive de la fonction sinx est —cosx » au lieu «une
primitive de la fonction x — sinx est x — —cosx ».
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1. L'intégrale de Riemann

Nous allons reprendre la construction faite dans I'introduction pour une fonction f quelconque. Ce
qui va remplacer les rectangles seront des forctions en escalier. Sila limite des aires en-dessous
égale la limite des aires au-dessus on appelle cette limite commune l’intégrale de f que I'on note
ff f(x) dx. Cependant il n’est pas toujours vrai que ces limites soit égales, 'intégrale n’est donc
définie que pour les fonctions intégrables. Heureusement nous verrons que si la fonction f est
continue alors elle est intégrable.

y=rk
1.1. Intégrale d’une fonction en escalier
Définition 69
Soit [a,b] un intervalle fermé borné de R (—oco < a < b < +00). On appelle une de

[a, b] une suite finie, strictement croissante, de nombres . = (xg,x1,...,%,) telle que xo = a et
x, =b. Autrement dita =xg<x1<...<x, =b.

Définition 70

Une fonction f : [a,b] — R est une gl existe une subdivision
(x9,%1,...,%,) et des nombres réels c1,...,c, tels que pour tout i € {1,...,n} on ait

Vx€lx;_1,x[ flx)=c;

Autrement dit f est une fonction constante sur chacun des sous-intervalles de la subdivision.
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Remarque

La valeur de f aux points x; de la subdivision n’est pas imposée. Elle peut étre égale a celle
de l'intervalle qui précede ou de celui qui suit, ou encore une autre valeur arbitraire. Cela n’a
pas d’importance car I’aire ne changera pas.
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C4q
c6
c3
Définition 71
Pour une fonction en escalier comme ci-dessus, son est le réel ff f(x) dx défini par

b n
f f)dx=) cilax; —xi_1)
a =

Remarque

Notez que chaque terme c;(x; —x;_1) est 'aire du rectangle compris entre les abscisses x;_1
et x; et de hauteur c;. Il faut juste prendre garde que 'on compte 'aire avec un signe «+» si
c; >0 et un signe «—» si ¢; <O0.

Lintégrale d’'une fonction en escalier est laire de la partie située au-dessus de 'axe des
abscisses (ici en rouge) moins l'aire de la partie située en-dessous (en bleu). L'intégrale d’'une
fonction en escalier est bien un nombre réel qui mesure 1'aire algébrique (c’est-a-dire avec

signe) entre la courbe de f et 'axe des abscisses.

1.2. Fonction intégrable

Rappelons qu'une fonction f :[a,b] — R est s’il existe M =0 tel que :
Vxela,b] - M<fx)<M.
Rappelons aussi que si 'on a deux fonctions f,g :[a,b] — R, alors on note
f<g — Vxela,b]l f(x)<gx).

On suppose a présent que [ :[a,b] — R est une fonction bornée quelconque. On définit deux
nombres réels :

b
I(f)= sup{f ¢(x) dx | ¢ en escalier et ¢ < f}
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a

b
I+(f):inf{f ¢(x)dx | ¢ en escalier et ¢ = f}

Pour I7(f) on prend toutes les fonctions en escalier (avec toutes les subdivisions possibles) qui
restent inférieures a f. On prend l'aire la plus grande parmi toutes ces fonctions en escalier,
comme on n’est pas sir que ce maximum existe on prend la borne supérieure. Pour I*(f) c’est le
méme principe mais les fonctions en escalier sont supérieures a f et on cherche I'aire la plus petite
possible.

11 est intuitif que ’'on a :

Proposition 86

I“(H<I'(f).

Les preuves sont reportées en fin de section.

Définition 72

Une fonction bornée f : [a,b] — R est dite ( )siI=(f)=I"(f).
On appelle alors ce nombre de f sur [a,b] et on le note fab f(x)dx.

Exemple 114

— Les fonctions en escalier sont intégrables ! En effet si f est une fonction en escalier alors
la borne inférieure I~ (f) et supérieure I*(f) sont atteintes avec la fonction ¢ = f. Bien
str l'intégrale |, f f(x) dx coincide avec 'intégrale de la fonction en escalier définie lors
du paragraphe 1.1.

— Nous verrons dans la section suivante que les fonctions continues et les fonctions mono-
tones sont intégrables.

- Cependant toutes les fonctions ne sont pas intégrables. La fonction f :[0,1] — R dé-
finie par f(x) = 1 si x est rationnel et f(x) = 0 sinon, n’est pas intégrable sur [0,1].
Convainquez-vous que si ¢ est une fonction en escalier avec ¢ < f alors ¢ <0 et que
si ¢ = f alors ¢ = 1. On en déduit que I~ (f) =0 et I"(f) = 1. Les bornes inférieure et
supérieure ne coincident pas, donc f n’est pas intégrable.
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Il n’est pas si facile de calculer des exemples avec la définition. Nous allons vu 'exemple de la
fonction exponentielle dans I'introduction ot1 nous avions en fait montré que fol e*dx =e—1. Nous
allons voir maintenant I'exemple de la fonction f(x) = x2. Plus tard nous verrons que les primitives
permettent de calculer simplement beaucoup d’intégrales.

Exemple 115
Soit £ :[0,1]1 — R, f(x) = x2. Montrons qu’elle est intégrable et calculons fol f(x)dx.

1Y

|\
K

Soit nn = 1 et considérons la subdivision réguliere de [0,1] suivante . = (0, %, %, T e )

le]

Sur l'intervalle nous avons

vee[Ehi] (51 <at< (i)

i-1 1

Nous construisons une fonction en escalier ¢p~ en-dessous de f par ¢~ (x) = (’ " sixe = o

(pour chaque i =1,...,n) et ¢ (1) = 1 De méme nous construisons une fonctlon en escalier ¢+
au-dessus de f définie par ¢*(x) = L; si x € [* ,_l - L[ (pour chaque i =1,...,n) et ¢p*(1) = 1. ¢~
et ¢ sont des fonctions en escalier et lona¢ <f<o¢t.

L'intégrale de la fonction en escalier ¢* est par définition

! noi? (i -1 21 1
fOCPJr(x)dx:Z#(i—l—):Zl_ ==y 2.

i=1 non

n(n+1)(2n+1)

On se souvient de la formule Z” 1i = , et donc

1
+ _n(n+1@2n+1) (n+1(2n+1) '
f ¢ (x)dx= 6n3 B 6n2

De méme pour la fonction ¢~

/ ¢~ (x) dx (L—1)2 1 ilj _(n—l)n(2n—1)_(n—1)(2n_1)‘

n 6n3 B 6n2
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Maintenant I~ (f) est la borne supérieure sur toutes les fonctions en escalier inférieures a f
donc en particulier I7(f) = fol ¢~ (x)dx. De méme I*(f) < fol ¢ (x) dx. En résumé :

(n-1)2n-1)

6n2 B )

1 1
° 0 6n

Lorsque l'on fait tendre n vers +oo alors les deux extrémités tendent vers % On en déduit
que I~(f)=I*(f) = 3. Ainsi f est intégrable et f; x? dx = .

1.3. Premieres propriétés

a N
Proposition 87
1. Si f :[a,b] — R est intégrable et si I'on change les valeurs de f en un nombre fini de
points de [a,b] alors la fonction f est toujours intégrable et la valeur de I'intégrale
ff f(x) dx ne change pas.
2. Si f :[a,b] — R est intégrable alors la restriction de f a tout intervalle [a’,b'] = [a,b] est
encore intégrable.

1.4. Les fonctions continues sont intégrables

Voici le résultat théorique le plus important de ce chapitre.

Théoréme 32

Si f :[a,b] — R est continue alors f est intégrable.

La preuve sera vue plus loin mais I'idée est que les fonctions continues peuvent étre approchées
d’aussi prés que I'on veut par des fonctions en escalier, tout en gardant un contréle d’erreur

uniforme sur I'intervalle.

Une fonction f :[a,b] — R est dite §’1l existe un entier n et une subdi-
vision (xo,...,%,) telle que fj, , »,[ s0it continue, admette une limite finie & droite en x;_1 et une
limite a gauche en x; pour tout i € {1,...,n}.
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Corollaire 17

Les fonctions continues par morceaux sont intégrables.

Voici un résultat qui prouve que 'on peut aussi intégrer des fonctions qui ne sont pas continues a
condition que la fonction soit croissante (ou décroissante).

Théoreme 33

Si f :[a,b] — R est monotone alors f est intégrable.

Les preuves

Les preuves peuvent étre sautées lors d'une premiére lecture. Les démonstrations demandent
une bonne maitrise des bornes sup et inf et donc des «epsilons». La proposition 86 se prouve en
manipulant les «epsilons». Pour la preuve de la proposition 87 : on prouve d’abord les propriétés
pour les fonctions en escalier et on en déduit qu’elles restent vraies pour les fonctions intégrables
(cette technique sera développée en détails dans la partie suivante).

Le théoreme 32 établit que les fonctions continues sont intégrables. Nous allons démontrer une
version affaiblie de ce résultat. Rappelons que f est dite de si f est continue, dérivable
et f' est aussi continue.

7

Théoreme 34. Théoréme 32 faible

Si f :[a,b] — R est de classe €' alors f est intégrable.

Démonstration

Comme f est de classe €7 alors f' est une fonction continue sur lintervalle fermé et borné [a,b]; '
est donc une fonction bornée : il existe M = 0 tel que pour tout x € [a,b] on ait |f/(x)| < M.
Nous allons utiliser I'inégalité des accroissements finis :

Va,y€la,bl If(x)—f(y)l<sMlx-yl (%)

Soit € > 0 et soit (xg,x1,...,%,) une subdivision de [a,b] vérifiant pour tout i =1,...,n :
O<x;—xj-1<e. (k%)

Nous allons construire deux fonctions en escalier ¢, ¢* :[a,b] — R définies de la fagon suivante : pour
chaque i =1,...,n et chaque x € [x;_1,x;[ on pose

ci:(p—(x)zlf inf f(t) et di=¢*(x)= sup f(®)

€lo;—1,x; telx;—_1,%;[

et aussi ¢~ (b) = ¢ (b) = f(b). ¢~ et ¢p* sont bien deux fonctions en escalier (elles sont constantes sur
chaque intervalle [x;_1,x;[).
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De plus par construction on a bien ¢~ < f < ¢™ et donc

b b
f ¢ (@) dx<I(f) <I+(f)sf ¢F(x)dx.
a a
En utilisant la continuité de f sur I'intervalle [x;_1,x;], on déduit I'existence de a;,b; € [x;_1,x;] tels que

fla;j)=c;et f(b;)=d;. Avec (x) et (xx)onsaitque d;—c; = f(b;)-f(a;)<M|bj—c;| < M(x;j—xj_1) < Me
(pour tout i =1,...,n). Alors

b b n
f (/>+(x)dx—f ¢ (x)dx < ZMs(xi—xi,l)zMe(b—a)
a a i=1

Ainsi 0 < I (f)—1(f) < Me(b—a) et lorsque l'on fait tendre £ — 0 on trouve I (f) =1~ (f), ce qui prouve
que f est intégrable.

La preuve du théoréme 33 est du méme style et nous 'omettons.

Mini-exercices

1. Soit f :[1,4] — R définie par f(x) =1 si x € [1,2], f(gx) =3 si xg—: [2,3[ et f(x) = -1 si
x €[3,4]. Caleuler [T f(x)dx, [} f@)dx, [} f(x)dx, [f f(x)dx, [ f(x)dx.

2. Montrer que fol x dx =1 (prendre une subdivision réguliere et utiliser 3. ;i = %).

3. Montrer que si f est une fonction intégrable et paire sur l'intervalle [—a,a] alors
J2, f(x) dx =2 [y f(x) dx (on prendra une subdivision symétrique par rapport a l'ori-
gine).

4. Montrer que si f est une fonction intégrable et impaire sur I'intervalle [—a,a] alors
S, fx)dx=0.

5. Montrer que tout fonction monotone est intégrable en s’inspirant de la preuve du théo-

réeme 34.

2. Propriétés de l’'intégrale

Les trois principales propriétés de I'intégrale sont la relation de Chasles, la positivité et la linéarité.

2.1. Relation de Chasles
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7

Proposition 88. Relation de Chasles

Soient a < ¢ < b. Si f est intégrable sur [a,c] et [c,b], alors f est intégrable sur [a,b]. Et on a

/abf(x)dx=facf(x)dx+fcbf(x)dx

\ J

Pour s’autoriser des bornes sans se préoccuper de 'ordre on définit :

a a b
/ fx)dx=0 et poura<b f f(x)dx:—f f(x)dx.
a b a

Pour a,b,c quelconques la relation de Chasles devient alors

[abf(x)dx=facf(x)dx+fcbf(x)dx

2.2. Positivité de I’'intégrale

e )

Proposition 89. Positivité de 'intégrale

Soit a < b deux réels et f et g deux fonctions intégrables sur [a,b].

b b
Sif<g alors [f(x)dxsf gx)dx

\ J

En particulier I'intégrale d’une fonction positive est positive :

b
Si f=0 alors ff(x)deOI
a

2.3. Linéarité de I’'intégrale

g D

Proposition 90

Soient f, g deux fonctions intégrables sur [a,b].
1. f + g est une fonction intégrable et fab(f +g)(x)dx = fab flx)dx+ ff g(x)dx.
2. Pour tout réel A, Af est intégrable et on a f: Af(x)dx = Af: f(x)dx.
Par ces deux premiers points nous avons la linéarité de l’intégrale : pour tous réels
A p

b b

b
f(/lf(x)+,ug(x))dx=1f f(x)dx+yf glx)dx

3. fxg estune fonction intégrable sur [a,b] mais en général f;’(fg)(x) dx # (f: fx) dx)(f: gl) dx).

4. |f| est une fonction intégrable sur [a,b] et

b
‘f f(x)dx

b
sf |f(x)|dx
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Exemple 116
1 1 1 1 10
f (7x2—ex)dx=7f x2dx —f e*dx=T= —(e—-1)=——e
0 0 0 3 3

. 1 1
Nous avons utilisé les calculs déja vus : [ x* dx = % et [yedx=e—1.

Exemple 117

Soit I, = [ £ g5 Montrons que I,, — 0 lorsque n — +oo.

1 1+xm
n sin(nx | sin(nx n o1 n1
f in( )dx sf udxsf dxsf —dx
1 1+xn 1 1+x" 1 1+x? 1 x"

Il ne reste plus qu’a calculer cette derniére intégrale (en anticipant un peu sur la suite du

n 1 n
f—dx=f x "dx=
1 X" 1

(car n™ "1 S0 et n1+1 —0).

[nl =

chapitre) :

x—n+1

-n+1

n n-nt1 1

1 —n+1l -n+1 n—+co

Remarque

Notez que méme si f x g est intégrable on a en général fab(fg)(x) dx # (f: f(x) dx)(f: g(x)dx).
Par exemple, soit f : [0,1] — R la fonction définie par f(x) =1 si x € [0, 2[ et f(x) = 0 sinon. Soit
£:10,1] — R la fonction définie par g(x)=1six€ [%, 1[ et g(x) = 0 sinon. Alors f(x) x g(x)=0
pour tout x € [0,1] et donc fol f(x)g(x) dx = 0 alors que fol fx)dx= % et fol glx)dx = %

2.4. Une preuve

Nous allons prouver la linéarité de l'intégrale : [Af =A[f et [f+g=[f+ [g. Lidée est la
suivante : il est facile de voir que pour des fonctions en escalier I'intégrale (qui est alors une
somme finie) est linéaire. Comme les fonctions en escalier approchent autant qu’on le souhaite les
fonctions intégrables alors cela implique la linéarité de I'intégrale.

Démonstration Preuvede [Af=A[f

Soit f :[a,b] — R une fonction intégrable et A € R. Soit £ > 0.
1l existe ¢~ et ¢* deux fonctions en escalier approchant suffisamment f, avec ¢~ <f <¢p™ :

b b b b
f fx)dx —¢ s[ ¢ (x)dx et f ¢t (x)dx Sf f)dx +¢ &)

Quitte a rajouter des points, on peut supposer que la subdivision (xg,x1,...,x,) de [a,b] est suffisam-
ment fine pour que ¢~ et ¢* soient toutes les deux constantes sur les intervalles Jx;_1,x;[ ; on note c;
et c;r leurs valeurs respectives.

Dans un premier temps on suppose A = 0. Alors Ap~ et Ap* sont encore des fonctions en escalier
vérifiant Ap~ < Af < A¢*. De plus

b n n b
f AP~ (x)dx = Zlc;(xi—xi_l)ZAZc;(xi—xi_l):/lf ¢ (x)dx
a i=1 i=1 ©
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De méme pour ¢*. Ainsi

b b
/1[ ¢ () dx<I (Af)sIt(Af) < /1[ ¢ (x)dx
En utilisant les deux inégalités (7) on obtient
b b
Af fx)dx — e sl_(/lf)sf’(/lf)s}tf fx)dx + e

Lorsque l'on fait tendre € — 0 cela prouve que I (Af)=I"(Af), donc Af est intégrable et fab Af(x)dx =
)Lfab f(x)dx. SiA<0onaApt <Af <A~ et le raisonnement est similaire.

Démonstration Preuvede [f+g=[f+[g

Soit € > 0. Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions intégrables. On définit deux fonctions en escalier
¢*,¢~ pour f et deux fonctions en escalier w*,y~ pour g vérifiant des inégalités similaires a (t) de
la preuve au-dessus. On fixe une subdivision suffisamment fine pour toutes les fonctions ¢*,y*. On
note cii,d;—r les constantes respectives sur l'intervalle lx;_1,x;[. Les fonctions ¢~ + ¢~ et ¢* +y* sont
en escalier et vérifient ¢~ + ¢~ < f+g<¢* +y". Nous avons aussi que

b n b b
f (P +y ) dx = Z(ci_ +d; ) (x; —xi_l)zf ¢ (x) dx+f v (x)dx
@ i=1 a a
De méme pour ¢* +*. Ainsi

b b b b
fgb_(x)dx+f w_(x)dxsI_(f+g)<I+(f+g)<f (p+(x)dx+f wh(x)dx

Les conditions du type (f) impliquent alors
b b b b
f f(x)dx+f gx)dx —2e <I (f+g)<I'(f+g) sf f(x)dx+f glx)dx +2¢
a a a a

Lorsque € — 0 on déduit I~ (f+g) = I (f+g), donc f +g est intégrable et f: (fx)+g(x)) dx = f: flx)dx+
P g(x) dx.

Mini-exercices

1. En admettant que fol x"dx = n—}rl Calculer l'intégrale folP(x) dx ou P(x)=anx" +---+
a1x +ag. Trouver un polynéme P(x) non nul de degré 2 dont l'intégrale est nulle :
1
Jo P(x)dx =0.

2. At-on [0 f(x)? dx = ( 0 dx)2 P VF@dx =/ [P Fx)dx; [P 1f () dx =
[1f@)+g@ldx=| [ f)dx|+| 2 ga) dx|?

JP ) dx

b

3. Peut-on trouver a < b tels que ffx dx=-1; fab xdx=0; fab x dx = +1? Mémes questions
avec f: x% dx.

4. Montrer que 0 < f12 sin?xdx<1et

f: cos3xdx| <|b-al.

3. Primitive d’une fonction

3.1. Définition
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Définition 73

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I quelconque. On dit que F : I — R est
une de f sur I si F est une fonction dérivable sur I vérifiant F'(x) = f(x) pour tout
xel.

Trouver une primitive est donc 'opération inverse de calculer la fonction dérivée.

Exemple 118

1. Soit I =R et f : R — R définie par f(x) = x2. Alors F : R — R définie par F(x) = % est une
primitive de f. La fonction définie par F(x) = %3 + 1 est aussi une primitive de f.

2. Soit I =[0,+oo[ et g : I — R définie par g(x) = v/x. Alors G : I — R définie par G(x) = %x%
est une primitive de g sur I. Pour tout ¢ € R, la fonction G + ¢ est aussi une primitive de
g.

Nous allons voir que trouver une primitive permet de les trouver toutes.

7

Proposition 91

Soit f : I — R une fonction et soit F' : I — R une primitive de f. Toute primitive de f s’écrit
G=F+coucel.

Démonstration

Notons tout d’abord que si 'on note G la fonction définie par G(x) = F(x) + ¢ alors G'(x) = F'(x) mais
comme F'(x) = f(x) alors G'(x) = f(x) et G est bien une primitive de f.

Pour la réciproque supposons que G soit une primitive quelconque de f. Alors (G - F)'(x) = G'(x) —
F'(x) = f(x) — f(x) = 0, ainsi la fonction G — F a une dérivée nulle sur un intervalle, c’est donc une
fonction constante ! Il existe donc ¢ € R tel que (G — F)(x) = ¢. Autrement dit G(x) = F(x) + ¢ (pour tout
xel).

Notations On notera une primitive de f par [ f(¢)d¢ ou [ f(x)dx ou [ f(u)du (les lettres t,x,u,...
sont des lettres dites muettes, c’est-a-dire interchangeables). On peut méme noter une primitive
simplement par [ f.

La proposition 91 nous dit que si F' est une primitive de f alors il existe un réel c, tel que F =
Jf@®dt+ec.

Attention : [ f(#) dt désigne une fonction de I dans R alors que l'intégrale ff f(#) dt désigne un

nombre réel. Plus précisément nous verrons que si F' est une primitive de f alors fab f®) dt =
F(b)-F(a).

Par dérivation on prouve facilement le résultat suivant :

Proposition 92

Soient F' une primitive de f et G une primitive de g. Alors F' + G est une primitive de f + g.
Et si 1 € R alors AF est une primitive de Af.

Une autre formulation est de dire que pour tous réels 1,y on a

f(/lf(t)+ug(t))dt:)L[f(t)dt+u/g(t)dt
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3.2. Primitives des fonctions usuelles

Je*dx=e*+c surR

Jeosxdx=sinx+c surR

[sinxdx=—-cosx+c surR

+i+c (neN) surR

fx”dx=f:+

Jx%dx=%"+c  (aeR\{-1}) sur 10, +ool

f%dx=1n|x|+c sur 10, 4+oo[ ou ]1—o0,0[

Jshxdx=chx+ec, [chxdx=shx+c surR

l‘ixz =—arctanx+c surR
arcsinx +c
f\/ﬁ { % —arccosx +c sur]-111
f argshx + ¢ sur R
u
Ve In(x+VxZ+1)+c
argchx + ¢
f\/oT { In(x+VxZ-1)+c sur x €]l +ool

Remarque

Ces primitives sont a connaitre par coeur.

1.

Voici comment lire ce tableau. Si f est la fonction définie sur R par f(x) = x™ alors la
fonction : x — 27 est une primitive de f sur R. Les primitives de f sont les fonctions

déﬁnies par x— - ~ e (pour ¢ une constante réelles quelconque). Et on écrit [« dx =

X 1+c ouce[R{

. Souvenez vous que la variable sous le symbole intégrale est une variable muette. On

n —
peut aussi bien écrire [t" dt =% +1 +c

. La constante est définie pour un intervalle. Si 'on a deux intervalles, il y a deux

constantes qui peuvent étre différentes. Par exemple pour [ % dx nous avons deux
domaines de validité : I; =]0,+oo[ et Is =] —00,0[. Donc f% dx=Inx+cqysix>0et
f%dx:1n|x|+cz =In(—x)+cosix<0.

On peut trouver des primitives aux allures tres différentes par exemple x — arcsinx et

x — 5 —arccosx sont deux primitives de la méme fonction x — L =. Mais bien siir on
—X

sait que arcsinx +arccosx = g, donc les primitives different bien d’'une constante !

3.3. Relation primitive-intégrale
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Théoréeme 35

Soit f :[a,b] — R une fonction continue. La fonction F : I — R définie par

F(x) :f f@dt I

est une primitive de f, c’est-a-dire F' est dérivable et F'(x) = f(x).

Par conséquent pour une primitive F' quelconque de f :

b
f £(t)dt = F(b)— F(a)

L

Notation. On note [F(x)]s =F(b)-F(a).
Exemple 119

Nous allons pouvoir calculer plein d’intégrales. Recalculons d’abord les intégrales déja ren-
contrées.

1. Pour f(x)=e* une primitive est F(x) = e* donc
1 1
fo e“dx=[e"];=e'—e’=e-1.
2. Pour g(x) = x? une primitive est G(x) = % donc
1
2 7. 72811 _1
fo dx=[%] =3

. t=x . . o e
3. [, costdt=sint|,_, =sinx—sina est une primitive de cosx.

4. Si f est impaire alors ses primitives sont paires (le montrer). En déduire que ffa f@)dt =
0.

Remarque

1. F(x)= [ f(t)dt est méme Punique primitive de f qui s’annule en a.

2. En particulier si F est une fonction de classe €' alors ff F'(t)dt=F(b)-F(a) I

3. On évitera la notation [ f(x) dx ou la variable x est présente a la fois aux bornes et &

Iintérieur de l'intégrale. Mieux vaut utiliser la notation [ f(¢) dt ou [, f(u) du pour
éviter toute confusion.

4. Une fonction intégrable n’admet pas forcément une primitive. Considérer par exemple
f:10,1]1 — R définie par f(x) =0 si x € [0, 2[ et f(x) =1 six €[$,1]. f est intégrable sur
[0,1] mais elle n’admet pas de primitive sur [0, 1]. En effet par 'absurde si F était une
primitive de F', par exemple la primitive qui vérifie F'(0) = 0. Alors F(x) = 0 pour x € [0, %[
et Fllx)=x— % pour x € [%, 1]. Mais alors nous obtenons une contradiction car F n’est pas
dérivable en % alors que par définition une primitive doit étre dérivable.
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Démonstration

Essayons de visualiser tout d’abord pourquoi la fonction F' est dérivable et F'(x) = f(x).

f(xg)

Fixons xg € [a, b]. Par la relation de Chasles nous savons :
&3 X0 a x 3
F(x)— Fxo) = f F@Odt- f 0y dt = f FOdt+ f @O dt = f f@)dt
a a X0 a X0

Donc le taux d’accroissement

F(x)—F(xq) _ 1 F6)di =
X — X0 X —X0 Jxg X —=X0

ou «f est I'aire hachurée (en rouge). Mais cette aire hachurée est presque un rectangle, si x est suffi-
samment proche de xg, donc l'aire o/ vaut environ (x—xg) x f (xg) lorsque x — xg le taux d’accroissement
tend donc vers f(xg). Autrement dit F'(xq) = f(xo).

Passons a la preuve rigoureuse. Comme f(xg) est une constante alors fx’; f(xo) dt = (x—x0)f (x0), donc

F(x)-F ¢ :
M—f(xo)= f@)de - fxo)dt =

X—X0 X — X0 Jxo X —X0 Jxo X —X0

f " (F0) - Flxo)) dt

Fixons € > 0. Puisque f est continue en xg, il existe 6 > 0 tel que ([t —xgl <6 = |f(¢) — f(xp)| < &).

Donc :

1 X
f edt‘ =€
x0

X—X0

F(x)—F(x0)
X—X0

<

<

1
[ — xol

| — %ol

—f(xo)’ - ‘ [ (rr- ) a [ I~ o as

Ce qui prouve que F est dérivable en xq et F'(xg) = f(xq).

Maintenant on sait que F est une primitive de f, F est méme la primitive qui s’annule en a car
F(a)= [ f®)dt=0. Si G est une autre primitive on sait F = G + c. Ainsi

b
G(b)—Gla) = F(b)+c— (F(a)+c) = F(b)— F(a) = F(b) = f £ dt.

3.4. Sommes de Riemann

Lintégrale est définie a partir de limites de sommes. Mais maintenant que nous savons calculer
des intégrales sans utiliser ces sommes on peut faire le cheminement inverse : calculer des limites
de sommes a partir d’intégrales.
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7

Théoréme 36

. v

La somme S,, s’appelle la associée a l'intégrale et correspond a une subdi-
vision réguliére de I'intervalle [a,b] en n petits intervalles. La hauteur de chaque rectangle étant
évaluée a son extrémité droite.

Le cas le plus utile est le cas o a =0, b =1 alors b%“ = % et fla +kb%“) = f(%) et ainsi

S1Y PR —— folf(x)dx

k=1 n—+oo

:»I»—A

f(ky-

Exemple 120

. 1
Calculer la limite de la somme S, =Y} _, - +k

OnaSl—2,S2 3+4,Sg 4+5+6’S4 5+6+7+8"'
La somme S,, s’écrit aussi S, = 1Zk 1Ty k En posant f(x)—% a=0et b=1, on reconnait

1,1 .1

que S, est une somme de Riemann. Donc

n n b 1 1
Sp=1% :%Zf(g)m[a f(x)dxzfo mdxz[ln|1+x|](l)=ln2—ln1=ln2.

Ainsi S;, — In2 (lorsque n — +00).

Mini-exercices

1. Trouver les primitives des fonctions : x3 —x7, cosx + expx, sin(2x), 1+ v/x + x, f’ Vx,

1
x+1°

Trouver les primitives des fonctions : ch(x) —sh(5), 17 4x2, \/11? \/11?

Trouver une primitive de x%e* sous la forme (ax? + bx + ¢)e®.

LT

Trouver toutes les primitives de x — i (préciser les intervalles et les constantes).

(91}

. Calculer les intégrales [ x" dx, i 1‘32, i 1x2x dx f2 dx

6. Calculer la limite (lorsque n — +o0o) de la somme S, = ZZ:()%. Idem avec S|, =
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4.1.
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n n
| Z"k=0 (n+k)?*

Intégration par parties - Changement de variable

Pour trouver une primitive d'une fonction f on peut avoir la chance de reconnaitre que f est la
dérivée d’'une fonction bien connue. C’est malheureusement trés rarement le cas, et on ne connait
pas les primitives de la plupart des fonctions. Cependant nous allons voir deux techniques qui
permettent des calculer des intégrales et des primitives : 'intégration par parties et le changement
de variable.

Intégration par parties

( D

Théoréme 37

Soient u et v deux fonctions de classe €' sur un intervalle [a, b].

b b b
f u(x)v'(x)dx = [uv]a—f u'(x)v(x) dx

. v

Notation. Le crochet [F|” est par définition [F]® = F(b) - F(a). Donc [uv]” = u(b)v(b) - u(a)v(a).
Si 'on omet les bornes alors [F] désigne la fonction F + ¢ ou ¢ est une constante quelconque.
La formule d’intégration par parties pour les primitives est la méme mais sans les bornes :

fu(x)v'(x) dx = [uv] —fu'(x)v(x) dx.

La preuve est trées simple :

Démonstration

On a (wv) =u'v+uv'. Donc [P(w'v +uv’) = [P(uv) = [uv]z Dot [ uv' = [uv]z —[Pu'v.

Lutilisation de I'intégration par parties repose sur I'idée suivante : on ne sait pas calculer direc-
tement I'intégrale d’une fonction f s’écrivant comme un produit f(x) = u(x)v’(x) mais si 'on sait
calculer I'intégrale de g(x) = u/(x)v(x) (que I'on espére plus simple) alors par la formule d’intégra-
tion par parties on aura l'intégrale de f.

Exemple 121

1. Calcul de fol xe* dx. On pose u(x) = x et v'(x) = e*. Nous aurons besoin de savoir que
u/(x) = 1 et qu’une primitive de v’ est simplement v(x) = e*. La formule d’intégration par
parties donne :

fol xe*dx = fol u(x)v'(x) dx
= [u(x)v(x)](l)—fo1 u'(x)v(x) dx
= [xex](l) — fo1-etdx
= (1-e1-0-¢) - [¢7]:
= e—(el-e%
=1

2. Calcul de [{ xInx dx.
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. . . 2
On pose cette fois u =Inx et v’ = x. Ainsi 1/ = % et v="%5. Alors

¢ ¢ ! € ¢ l x27e 12
flnx-xdxz/ uv =[uv]1—[ uv:[lnx-g]l— 1z dx
1 1 1

€ 1
:(lneg—lnlg)—%fl xdx:%_é[%] :%_e +i:e+1

3. Calcul de [arcsinx dx.

Pour déterminer une primitive de arcsinx nous faisons artificiellement apparaitre un

produit en écrivant arcsinx = 1-arcsinx pour appliquer la formule d’intégration par
1
V1-x2

parties. On pose u = arcsinx, v’ =1 (et donc u’ = et v = x) alors

[l-arcsinx dx = [xarcsinx]—f \/136_2 dx = [xarcsinx|-[-V1-x2] =xarcsinx+V 1—x2+c
—x

4. Calcul de fxzex dx. On pose u = x? et v’ = e* pour obtenir :

fx2ex dx = [xzex] —2[xex dx
On refait une deuxiéme intégration par parties pour calculer

fxexdx= [xex]—fexdx=(x—1)ex+c
/x2ex dx = (x% - 2x +2)e* +c.

Exemple 122

1 sin(rx)

dx, pour tout entier n > 0.

Nous allons étudier les intégrales définies par I, = f "
0 x+n

1. Montrer que 0<1,.1<1I,.

Pour0sx<l,onalO<x+n<x+n+1 etsin(x) =0, donc 0 < ilfﬁlﬁxl) < % D’ou

0<1,:+1 <I, par la positivité de I'intégrale.
2. Montrer que I,, <In ”T” En déduire lim,,_. ;oo 1.

: sin(mx) 1 ) 1.1 _ 1_ +1
De 0 <sin(mx)<1,ona S22 < —— Dou 0<1I, < [y -7 dx = [In(x +n)|; =In 2= — 0.

3. Calculer lim,_  oonl,.
Nous allons faire une intégration par parties avec u = ﬁ et v’ = sin(nx) (et donc u' =
—m etv= —%cos(nx)) :

1 1 1 n 1 n
r dx=—" 2 "y
0 n[o (x+n)? cos(7z) dx an+1l) © 7w "

cos(mx)

L | 1
nl, :nf sin(ﬂx)dx:—z[
0 x+n Tlx+n

1 cos(mx) dx

Il nous reste a évaluer J, = [

0 (x+n)2
n n (1|cos(mx)| n(l 1 n 11! n 1 1) 1 1
A Y YR S S
V4 nJo (x+n)? nJo (x+n)? n| x+nly #\ 1+n n) #n+1

: —1; n 1_n _ 2
Donc limy, .y oI, = llmn_.+oom +o - ;Jn =3
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4.2. Changement de variable

a D

Théoréme 38

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et ¢ : J — I une bijection de classe €*. Pour
tout a,b € J

p(b) b
f i f Fo®)-@'(0) e

¢(a) a

Si F est une primitive de f alors F o ¢ est une primitive de (f o¢)-¢'.

Voici un moyen simple de s’en souvenir. En effet si 'on note x = ¢(¢) alors par dérivation on obtient

% = ¢'(t) donc dx = ¢'(¢) dt. D’ou1 la substitution f(;ﬁ(:)) flx)dx = f;’ flo@) ¢'(t)dt.

Démonstration

Comme F est une primitive de f alors F'(x) = f(x) et par la formule de la dérivation de la composition
Fopona
(F o) () =F'(p®)g' @) = f(p£)¢'(2).

Donc F o ¢ est une primitive de f(¢(2))@'(2).

b @(b)
Pour les intégrales : f fl@)e' ) dt = [Fo(p]z =F(p(b)) —F(¢p(a)) = [F]ﬁ:; = f( ) fx)dx.
a ola

Remarque

Comme ¢ est une bijection de J sur ¢(J), sa réciproque ¢! existe et est dérivable sauf quand
@ s’annule. Si ¢ ne s’annule pas, on peut écrire ¢ = (p_l(x) et faire un changement de variable
en sens inverse.

Exemple 123

Calculons la primitive F = [tant d¢.

in ¢
sztantdtzfsm dt.
cost

. . ! . . . .
On reconnait ici une forme "; (avec u = cost et u’ = —sint) dont une primitive est In|ux|. Donc
!
F=[-%= —[Inlul] = -Inlu|+c=—In|cost| +c.

Nous allons reformuler tout cela en terme de changement de variable. Notons ¢(¢) = cost alors

@'(t)
F=[-""dt
f o(t)

Si f désigne la fonction définie par f(x) = %, qui est bijective tant que x # 0; alors F =

¢'(¢t) = —sint, donc

— [ @' ®)f (@(t)) dt. En posant x = ¢(¢) et donc dx = ¢'(¢)d¢, on reconnait la formule du change-
ment de variable, par conséquent

1
FO(p_l=—ff(x)dx=—f;dx=—ln|x|+c.

Comme x = ¢(¢) = cost, on retrouve bien F(¢) = —In|cost| + c.
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Remarque : pour que I'intégrale soit bien définie il faut que tant soit définie, donc ¢ # § mod 7.
La restriction d’'une primitive a un intervalle ]-§+kx, § +k7n[ est donc de la forme —In|cosz|+c.
Mais la constante ¢ peut étre différente sur un intervalle différent.

Exemple 124

Caleul de [M2 —% __ dx.

0 (1-x?)
Soit le changement de variable u = p(x) = 1—x2. Alors du = ¢'(x) dx = —2x dx. Pour x =0 on a
u=¢(0)=1 et pour x = % onau= (p(%) = %. Comme ¢'(x) = —2x, ¢ est une bijection de [0, 2]

sur [0, %]. Alors

1/2 d 3/4 —du 1 34 1 1 1 9
f &:f L:__f W du= - L[oguepo e Ly 2
o (1-—x2)372 1 w3l 21 2 \/ﬂ \/g

Exemple 125

Calcul de 01/2 W dx.
On effectue le changement de variable x = ¢(¢) = sint et dx = cost dt. De plus ¢ = arcsinx donc
pour x =0 on a t = arcsin(0) = 0 et pour x = % onat= arcsin(%) = %. Comme ¢ est une bijection

de [0, %] sur [0, 3],
1/2 d /6 tdt /6 tdt /6 t /6 1 1
f —x:f L:[ L:/ &dt:f dt:[tant]g/Gz—.
o (1-x232 Jo (1-sin2t)32 Jo (cos2t)®2 Jo cos3t o cos2t V3

Exemple 126

Calcul de IW dx.

Soit le changement de variable x = tan¢ donc ¢ = arctanx et dx = c:;é ;- Donc
1 1 dt
F :f— dx :f 5 5
(1+x2)3/2 (1+tan?t)32 cos?¢
dt
= f(cos2 £)%2 — car 1+tan?¢ = 5
cos“t cos“t

= fcostdt = [sint] =sint + ¢ = sin(arctanx) + ¢

Donc 1
———— dx =sin(arctanx) + c.
f (1 + x2)3/2 )

X

En manipulant un peu les fonctions on trouverait que la primitive s’écrit aussi F(x) = N
X

+c.

Mini-exercices

1. Calculer les intégrales a ’'aide d’intégrations par parties : fér 2isintd t, fé’ 2¢2sint d t,

puis par récurrence fé’ 2 nsint dt.

2. Déterminer les primitives a 'aide d’intégrations par parties : [¢shtdt, [ t?sht dt, puis

par récurrence [ ¢"sh¢d¢.
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3. Calculer les intégrales a 'aide de changements de variable : [y Va2 —t2dt; [* v1+costd
(pour ce dernier poser deux changements de variables : u = cost, puis v =1 —u).

~

4. Déterminer les primitives suivantes a 'aide de changements de variable : [th# d¢ ou
tht=Sht [eVigy,

cht’

Intégration des fractions rationnelles

Nous savons intégrer beaucoup de fonctions simples. Par exemple toutes les fonctions polyno-
. . 2 n x2 x3 xn+1
miales : si f(x) =ap+aix+agx®+---+a,x" alors [ f(x)dx =apxtai1g tagg +ta,igte.

Il faut étre conscient cependant que beaucoup de fonctions ne s’intégrent pas a 1’aide de fonctions
simples. Par exemple si f(¢) = VaZcos2¢+b2sin? ¢ alors I'intégrale 02 " £(¢) dt ne peut pas s’expri-

mer comme somme, produit, inverse ou composition de fonctions que vous connaissez. En fait cette
intégrale vaut la longueur d’une ellipse d’équation paramétrique (a cost,bsint); il n’y a donc pas
de formule pour le périmétre d’'une ellipse (sauf si a = b auquel cas 'ellipse est un cercle!).

S
1/ a

7

~
=

Mais de fagcon remarquable, il y a toute une famille de fonctions que 'on saura intégrer : les
fractions rationnelles.

Trois situations de base

ax+p

On souhaite d’abord intégrer les fractions rationnelles f(x) = 77—

(a,p) #(0,0).

Premier cas. Le dénominateur ax? + bx + ¢ posseéde deux racines réelles distinctes x1,x9 € R.
ax+p A B

—F + ==

a(x—x1)(x—x2) X—%x1 | xX—%Xo

avec a,f,a,b,ceR,a #0 et

Alors f(x) s’écrit aussi f(x) = et il existe de nombres A,B € R tels que f(x) =
On a donc

ff(x)dx:Alnlx—xll+Bln|x—x2|+c

sur chacun des intervalles ] — oo, x1[, 1x1,x2[, Jxo, +oo[ (si x1 < x9).

Deuxiéme cas. Le dénominateur ax? + bx + ¢ posséde une racine double xg € R.

Alors f(x) = a(‘fcx_;f 7 et il existe des nombres A,B € R tels que f(x) = m +2 fxo. On a alors

+Bln|x—x¢| +¢

ff(x)dx:—

X—X0
sur chacun des intervalles ] — oo, xol[, 1xg, +ool.

Troisiéme cas. Le dénominateur ax? + bx + ¢ ne posséde pas de racine réelle. Voyons comment
faire sur un exemple.

Exemple 127

Soit f(x) = Zxﬁ; — - Dans un premier temps on fait apparaitre une fraction du type % (que

P’on sait intégrer en In|u|).

CUx+Dz-z+1 1 4x+l .3 1
T 2%24x+1 4 2x2+x+1 4 2x2+x+1

fx)
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On peut intégrer la fraction 2;2’:611 :
4x+1 "(x
f—dx—f u ) =ln|2x2+x+1|+c
222 +x+1 u(x)
Occupons nous de l'autre partie %Tlx-}—l’ nous allons I'écrire sous la forme 2 — (dont une

primitive est arctanu).

1
Sox+12+1

1
(E@+)*+1

1 1 1
202 +x+1 2x+32-141 2x+12+1

<l
|

On pose le changement de variable u = \iﬁ(x + %) (et donc du = %dx) pour trouver
1

f dx fs dx 8fdu\/7 2 tanuie 2 t(4(+))+
_ _ = — ——— = —arctanu+c = —arctan| —\|x + — C.
2x2 +x+1 7(%(“%))2“ 7) u?+1 4 /7 Vi Vo4

Finalement :

fx)dx = iln(2x2+x+1)+;Warctan(%(’”i))Jrc

5.2. Intégration des éléments simples

Soit gEx; une fraction rationnelle, o1 P(x),Q(x) sont des polyndomes a coefficients réels. Alors la
fraction Q%ﬁ s’écrit comme somme d’'un polynéme E(x) € R[x] (la partie entiére) et d’éléments
simples d’'une des formes suivantes :
Y ax+f
(x —x0)k (ax?+bx+c)k

oua,pf,y,a,b,ceRet k e N\{0}.

avec b2 —4ac <0

1. On sait intégrer le polynéme E(x).
2. Intégration de I’élément simple m

dx
;/—xo =7ylIn|x —x0l + ¢ (sur ] —oo,x¢[ ou lxg, +o0l).

(b) Sik>2alors [ L2

= yf(x—xo)‘k dx = _kY+1(x —x0) ¥+ + ¢ (sur 1- 00, x0[ ou 1xg, +ool).

3. Intégration de I’élément simple %. On écrit cette fraction sous la forme
ax+f B 2ax+b N 1
(@ax2+bx+c) y(ax2 +bx+c)  (ax2+bx+c)
_ 2ax+b _ ru 1 —k+1 __1 2 —k+1
(a) f (ax2+bx+c)k d f u(x)k d “k+1 u(x) +c= k+1(ax + bx + C) +cC.

(b) Sik=1,calcul de [ m dx. Par un changement de variable u = px + g on se rameéne a
du

calculer une primitive du type [ -5
(c) Sik =2, calculde [ L

+bx+c)k
se ramener au calcul de I, = [ (usz”Dk. Une intégration par parties permet de passer de I,

=arctanu +c.

dx. On effectue le changement de variable u = px + g pour

al,_1.
Par exemple calculons I2. Partant de I = u‘ffr‘l on pose f = 2 5 et g’ = 1. La formule
d’intégration par parties [fg' =[fgl— [f'g donne (avec f' = (u2+1)2 etg=u)
- du  _ 2uldu _ +1-1
It = [yg= [uu+l] + [ GETe = uzlfu] +2f7u2+1)2d

= [u +1] +2f 8 2f(u ThIP [u +1]+2Il_212
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On en déduit Is = %Il + % uZL:—I + ¢. Mais comme I; = arctanu alors

7 du 1 ¢ +1 u
= ——— = —arctanu -
27 Wi 2 2uZ+1

+c.

5.3. Intégration des fonctions trigonométriques

P(cosx,sinx)
Q(cosx,sinx)

@ sont des polynémes, en se ramenant a intégrer une fraction rationnelle.

On peut aussi calculer les primitives de la forme [ P(cosx,sinx)dx ou [ dx quand P et
Il existe deux méthodes :
— les regles de Bioche sont assez efficaces mais ne fonctionnent pas toujours;
- le changement de variable ¢ = tan § fonctionne tout le temps mais conduit & davantage de
calculs.

Les regles de Bioche. On note w(x) = f(x) dx. On a alors w(—x) = f(-x) d(—x) = —f(-x) dx et
wma—x)=f(m—x)d(m—x)=—-f(r—x)dx.

— Si w(—x) = w(x) alors on effectue le changement de variable u = cosx.

— Si w(m —x) = w(x) alors on effectue le changement de variable u = sinx.

- Si w(m + x) = w(x) alors on effectue le changement de variable u = tanx.

Exemple 128

cosxdx
2—cos? x
. Comme w(r —x) =

Calcul de la primitive [
cosx dx cos(m—x)d(m—x) _ (—cosx)(—dx)
2-cos?x 2-cos?(m—x) ~ 2-cos?x

ment de variable qui convient est u = sinx pour lequel du = cosx dx. Ainsi :

cosxdx cosxdx du .
—co?x ) 3o —sntn ) TraE [arctanu| = arctan(sinx) +c .
- —(1-sin®x

On note w(x) = = w(x) alors le change-

Le changement de variable ¢ = tan 3.
Les formules de la «tangente de I’arc moitié» permettent d’exprimer sinus, cosinus et tangente en
fonction de tan 5.

x )
Avec t=tan— ona cosx = —— sinx =

2 1+22 1+22 1-¢2 T 12

Exemple 129

Calcul de I'intégrale f_O dx

/2 1-sinx
b4

Le changement de variable ¢ = tan § définit une bijection de [-3,0] vers [-1,0] (pour x = -3,

t=-1et pour x=0, ¢ =0). De plus on a sinx = 1322 etdx = ffté

2dt
R e I Rl Pt G B
_gl—sinx 11-=-2 _11+82-2¢ 1 (1-¢)2 1-t]_4 2

1+¢2
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Mini-exercices

1. Calculer les primitives [ 7 4x+5 5 @ fxz 1 4%, f(xz’;);il dx, fm dx.

pour tout k£ = 1. Idem avec Jy, = [ (xjéff)k'

2. Calculer les primitives I}, = f = d’{)k

1 d 1 d 1 d
3. Calculer les intégrales suivantes : fo x2 e Jo ma1s Jo reaTy Jo F
2 21 dx

xcos® x dx, foicos“xdx, o e

4. Calculer les intégrales suivantes : f_f,_, sin
2
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