Université des Fréres Mentouri Module : « Méthodes Numériques »

Semestre 4, ‘Sciences et Technologie’

Solutiondu TD n° 4

Exercice 1

1. Calcul de l'intégrale en utilisant la méthode des trapézes

b
[r@ =1 = -0 lzr@+370)

fﬁdx ~J.=(2-0) [%\/6+%\/§] ~ 1.4142
0

2. Calcul de l'intégrale en utilisant la méthode de Simpson

b
[r@ax=ss=0-afzr@+gr () + 570

2
1 4 1
f\/}dx ~Jo=(2-0) [g\/6+gﬁ+g\/§] = 1.8047
0
3. Comparaison
2 2 (2 2 , .
X
Jexacte = f\/}dx = f(x)l/z dx = = —[\/;] = —(\/?— 0) = 1.8856
3 3 o 3
0 0 2 0

|Joxacte — J7| = 11.8856 — 1.4142| = 0.4714
exacte —Js| = 11.8856 — 1.8047| = 0.0809

On constate donc que 'approximation de I'intégrale donnée par la méthode de Simpson est
meilleure que celle obtenue par la méthode des trapezes.

Exercice 2

1. Calcul de l'intégrale en utilisant la méthode des trapézes généralisée
a. Avec 5 petits intervalles




Vs
Ji =fsinx2 dx
0

hzb—azn—Ozz
n 5 5
X; Xo=0 | x,=n/5| x,=2n/5 | x3=3n/5 | x4, =4m/5 Xs =T
f(x;)| 0.0000 0.3846 1.0000 -0.3999 0.0333 -0.4303

b
[ 00 = g, = 5 [70x0) + Fs) 4 2(F ) + ) + Fe) + £ )]

s
Jr6s = 10 [0.0000 — 0.4303 + 2(0.3846 + 1.0000 — 0.3999 + 0.0333)] = 0.5044

b. Avec 10 petits intervalles

h_b—a_n—O_n
T nm 10 10

X X0=0 | x;,=m/10 | x, =n/5 | x3 =3n/10 | x, = 21/5

f(x;) | 0.0000 0.0985 0.3846 0.7760 1.0000

xs =m/2 | x¢ =3n/5 | x; =7n/10 | xg =4n/5 | xg =91/10 | X9 =7

0.6243 -0.3999 -0.9924 0.0333 0.9902 -0.4303

b

[ r@ dx = jug,

a

avec :

h
J16,0 = > [f(xo) + f(x10)
+2(F ) + fx2) + f(x3) + f(xa) + foxs) + f(x6) + f(x7) + fxg) + £ (x9))]

T

Jr6y = 20 [0.0000 — 0.4303

+2(0.0985 + 0.3846 + 0.7760 + 1.0000 + 0.6243 — 0.3999 — 0.9924
+0.0333 + 0.9902)]

]TG10 = 07224‘
2. Comparaison
Jexacte =0.7726

Vexacte = Jra,| = 10.7726 — 0.5044| = 0.2682

Vexacte = Jra,,| = 10.7726 — 0.7224| = 0.0502



Pour le cas n = 5 I'erreur absolue est 0.2682 par rapport a la solution exacte. Pour le cas
n = 10 I'erreur absolue a été réduite a 0.0502. Cette erreur absolue est environ 5 fois plus
petite que I'erreur obtenue avec 5 intervalles.

Exercice 3 :

1. Calcul de l'intégrale en utilisant la méthode de Simpson généralisée

a. Avec 4 petits intervalles

1
/= ,fx +1 dx
0
p=t2 170 o5
n 4
X; X9 =0 x; =025 | x, =050 | x3 =0.75 x, =1
f(x) 1 0.8 0.666667 | 0.571429 0.5

b
h
[ Fa0dx = oo, =3 1FG0) + £ ) + 4(7Ce) + FG)) + 27 Cx)

0.25
Jsg, = —5—[1+0.5+4(0.8 + 0.571429) + 2 » 0.666667] = 0.693254

b. Avec 8 petits intervalles

b—a 1-0
h = =——=0.125
n 8

X; Xo=0|x;=0125 | x, =0.250 | x3 =0.375 | x, = 0.500

f(x) 1 0.888889 0.8 0.727273 | 0.666667
x5 = 0.625 | x4 =0.750 | x; =0.875 | xg = 1.000
0.615385 0.571429 0.533333 0.5

b
[r@ax=Js,
a
Avec:

h
Jsés =3 [f (o) + f(xg) + 4(F Cey) + £ (x3) + f(x5) + f(x7))
+ z(f(xz) + fxy) + f(xs))]




0.125
Jsg, = —5—[1+0.5+4(0.888889 + 0.727273 + 0.615385 + 0.533333)
+2(0.8 + 0.666667 + 0.571429)]

Jsc, =0.693155

2. Comparaison

1
1
Jevacie = | g dx = e + DI = In2
0

Vexacte = Jsc,| = IIn2 — 0.693254| = 1.0682 10~*
Vexacte = Jse,| = IIn2 — 0.693155| =7.8194 107°

Pour le cas n = 4 I'erreur absolue est 1.0682 10~* par rapport a la solution exacte. Pour le
cas n = 8 'erreur absolue a été réduite a 7.8194 10~°. Cette erreur absolue est environ 14
fois plus petite que I'erreur obtenue avec 4 intervalles.

3. Erreur maximale

nh®
|Rsg| < Epax = mM
avec
b—a
h =
n

M = Max{|f®©)|}, &€ lab]

Donc
(b —a)®
Epax = P
180n
Calculons M

1 " !
FO =/ W=y W =205/ W=~

4) Y —
NS (x +1)°
= maxi|za—2 |V = maxfoa—1t € [0,1]
I | TR0 | A e D) K
Vx; €[0,1],Vx, €[0,1], x;<x,2x+1<x,+1> (x;+1)°<(x,+1)°
1 1 24

- (x; +1)° g (x; + 1)5 - (x; +1)° g (x; +1)° = |f(4)(x1)| > |f(4)(x2)|

= |[f®E)] >



= le Max est obtenu pour x = 0, Donc

1

M=24——=
(0+1)5

24

Pour le cas n = 4, on obtient :

_@a-oy

— —4
Evax = 355 g% 24 = 52083 x 10

Pour le casn = 8, on obtient :

(1-0)°

— — -5
Evax = 155 g7 24 = 32552 % 10

Exercice 4 :
1. Calcul de l'intégrale en utilisant la méthode des trapézes généralisée
/2

1= reax
0

Xi |xo=0|x;=7n/8|x,=1/4|x3=371/8|x,=1/2

f(xp) 0 0.382683 | 0.707107 | 0.923880 1

s
h=x1—x0=x2—x1=x3—x2=x4—X3=§

b
h

[ FG0dx = rg, =2 [ G) + FG) + 207G + £G2) + )]

Jre, = 116 [0+ 1+ 2(0.382683 + 0.707107 + 0.923880)] = 0.987116

2. Calcul de I'intégrale en utilisant la méthode de Simpson généralisée

b
h

[ r@dx = Jsg, =311 Go) + FG) + 407G + () + 2 ()]

a

s
Ise, = ﬁ[O + 1 4+ 4(0.382683 + 0.923880) + 2 * 0.707107] = 1.000135

3. Comparaison
/2
Jexacte = j sinx dx = —[cos x]g/z -1
0

Vexacte — Jse,| = |1 — 0.987116| = 0.012884
Vexacte — Jsg,| = |1 — 1.000135| = 0.000135

On constate que la méthode de Simpson donne une précision supérieure a celle de la
méthode des trapezes.



4. Nombre d’intervalles n

L'erreur théorique commise par la méthode de Simpson vérifie :

nh®

|Rsg| < Epyax = mM

Vi

L = 4) r
ou M = Max{|f® (@)}, ¢e€ [0, 2]
Ainsi pour que |Rg;| < € il suffit que n vérifie :
nh® (b —a)® (b —a)®

= M< L g——— V) |
180 8ot T =f 7 ™ ="1g0e

f(x) =sinx = f®(x) =sinx

F®(x) 7 sur [O,g] >M=f® (g) -1

Donc

T 5
T_o
n' 2 11(3?) " 10)-6

On prendn = 16.

*x1 =>n >15.18



