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  الاھتزازات الحرة ذات درجة واحدة من الحریة: الباب الأول

  مقدمة 1.1

. ا النظاملنظام معین ھو عدد المتغیرات المستقلة اللازمة للوصف الكامل لحركة كل جسیم من ھذ  عدد درجات الحریة
درجات من الحریة، و الاختیار  المناسب للإحداثیات المعممة یتكون من  3الجسیم الواحد الحر الذي یتحرك في الفضاء لھ 

 .عندما یتحرك الجسیم في الفضاء، وضعیتھ تكون بدلالة الزمن. للجسیم بالنسبة لمعلم ثابت )x,y,z(الإحداثیات الكارتیزیة 
ست درجات من الحریة، ثلاث إحداثیات لمركز الكتلة ودورانھ الزاوي حول ثلاث  ملكی جسم الصلب غیر مقیدكل 

                                                                                                                                            .محاور للإحداثیات
عدد . معممةالحداثیات الإمستقلة حركیا وضروریة لوصف حركة النظام تسمى مجموعة إحداثیات  Nكل مجموعة من 

الإحداثیات . دةوحی، لكن اختیار الإحداثیات المستعملة لوصف نظام لیست وحیدةدرجات الحریة المستعملة في تحلیل نظام 
  .، الزمنالمعممة ھي المتغیرات غیر المتعلقة بمسألة اھتزازیة ھي دوال للمتغیر المستقل

  :أمثلة

  )1.1الشكل (  أنظمة لدرجة واحدة من الحریة

 : الإحداثیات المعممة

 )نابض -نظام كتلة( x  - أ
 )نابض الفتل –كتلة (  θ  -  ب
 )نواس بسیط( θ  -  ج
  درجات من الحریة) ب(وأربعة ) أ(أنظمة ذات ثلاث  1.3الشكل  )LCدارة (   q  - د

                                                   

  )أ (         )ب(      )ج(       

 

 )د(         

 

  1.1الشكل 
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 )2.1الشكل  ( أنظمة ذات درجتین من الحریة

  : الإحداثیات المعممة

 x2و   x1  - أ

  2θو   θ1 - ب و ج

 q2 و  q1 -د

 

 )ب( )أ(                     

  

                      

  )د(    )ج(                          

  2.1 الشكل

 )3.1الشكل ( أربع درجات من الحریة) ب(ثلاث درجات من الحریة، ) أ: (أنظمة مھتزة ذات

  : الإحداثیات المعممة

  1θ ،2θ  ،3θ  - أ
 X1 ،X2 ،X3 ،X4  -  ب

  

 )ب(  )أ(      

   3.1الشكل 

L L  

C C 
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  .كما سیتضح لاحقا، وجود أي اھتزاز یعني وجود قوة مرنة وقوة عطالة

. ر من المادة لھ كتلة وقابل للضغط لعدة درجات، إذا كل عنصر من المادة ھو نموذج لھزاز لأن لھ كتلة ومرونةكل عنص
، إذا كانت الاستطالة صغیرة بالنسبة لطول l∆  لاستطالة S ومساحة مقطعھ  lطولھ یخضع قضیب معدني  Fتحت تأثیر قوة 

  : ، وتعطى بقانون ھوك الذي یكون بالشكل التاليقوة ھي علاقة خطیة -، فالعلاقة  استطالة dlالقضیب 

                       Eσ ε=                                                                          1.1 

 ) :     القوة على وحدة المساحة( ھي الضغط  σحیث 

                                                                                                                                  

F
S

σ =
 

ε الاستطالة النسبیة( ھو التشوه:(  

                                                                                                                                   

l
l

ε ∆
=

 

E  عامل المرونة( عامل یونغ(  

  %وحدة الضغط وعامل یونغ ھو الباسكال ، أما التشوه فلیس لھ وحدة ویحسب بالنسبة المئویة 

یعبر عن مقاومتھ للتشوه، وعامل یونغ یتعلق بمادة الجسم المدروس  

)                             2م/  جیغا نیوتن(عامل یونغ   المادة                                                             
 ألومنیوم                                                            62

 فولاذ                                                              210                                        
 الإسمنت                                                                20                                        
                                                    البلاستیك          2                                             
                        2,7 إلى      المطاط                                                             2, 2

       الخشب                                                                                  13إلى  11
 أنبوب الكربون النانوي                                                1000                                   

 فضة 78
90إلى  61  رخام 

 

  1.1الجدول 

  

  النوابض والقضبان قوى وعزوم

  رة متناسبة مع الاستطالةالصغی سعتھا في حالة التشوھات،  قوة النابض الخطي ھي قوة إرجاع: النابض الخطي

F kx= −                                                           2.1  

  .ھما على التوالي صلابة و استطالة النابض   x    و    kحیث 
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  نابض:  4.1شكل 

  

  :θع الانحراف الزاوي م ةإرجاع متناسب مزدوجةالناتج عن نابض الفتل ھو  Mالزوج : نابض الفتل

                         M Cθ= −  

  ھو ثابت الفتل  C: حیث

  

  نابض فتل :5.1الشكل 

  تركیب النوابض

یتصرف نظام نوابض متوازیة مثل نابض وحید صلابتھ تساوي مجموع صلابات النوابض التي  :على التوازينوابض 
  .النظام منھا تكونی

  

  نابضین على التوازي:  6.1الشكل 

  

        
        

    
                                         4.1                    1 2 Nk k k k= + ⋅⋅⋅+  

  

تساوي مجموع ) عكس صلابتھ( یتصرف نظام نوابض على التسلسل مثل نابض وحید مرونتھ : على التسلسل نوابض
  :  ن النظاممرونات النوابض التي تكو

                                                                5.1   
1 2

1 1 1 1

Nk k k k
= + + ⋅ ⋅ ⋅ +
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  سلسلعلى الت ابضینن  7.1شكل 

  

  قضبان مرنة

القضیب المعدني یمكن . وكتلتھ مھملة بالنسبة للكتل المرتبطة بھا،  Aومقطعھ    Lتبر قضیبا مرنا منتظم الشكل طولھلنع
  .كافيء صلابتھ مرتبطة بطبیعة الضغط الذي تخضع لھتعدیلھ مثل نابض مرن م

  : تعطى بالعلاقة، فالصلابة المكافئة  8.1انقباض مثل الذي في الشكل  إذا كان لدینا نمدد و

6.1 
      
 
 
 
 

                                                             
EAk
L

=
 

  

  قضیب خاضع لسحب محوري          8.1الشكل       

  : ، فصلابتھ المكافئة تعطى بالعلاقة التالیة) 9.1الشكل (  خاضعا لانحناء  I عزم العطالة وذ إذا كان القضیب

 
      

7.1  
  

                                                                                                  

                                                            3

3EIk
L

=
                       

                                                                                         
  

  
  قضیب خاضع لانحناء  (a):  9.1 الشكل
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، الصلابة المكافئة لھذه )1.10الشكل ( ي عرضي في منتصفھ مدعمة ببساطة خاضعة لثقل نقط) عارضة(بالنسبة لقضیب 
  :البنیة ھي

     

                                                                                   1.8 

  

                                                                                          عارضة مدعمة حاملة لثقل عرضي: 10.1الشكل 

 

  :الاھتزازات الحرة غیر المتخامدة 1.2

والأنظمة العیانیة . عملیا كل الأنظمة لھا القدرة على الاھتزاز ، فالذرات في الجزیئات و الأجسام الصلبة تھتز بشكل دائم
تمثل عطالة   mحیث  نابض –م كتلة الصلبة أو السائلة أو الغازیة لھا كتلھا الخاصة وصلابتھا ویمكن نمذجتھا كنظا

   .إرجاع مرنةالنظام و النابض قوة 

  : نابض –النظام كتلة 

  وذو كتلة مھملة kكتلة نقطیة والنابض ذو الصلابة  mحیث  1.11لیكن النظام المیكانیكي للشكل 

  .مھملةوكتلتھ  k، والنابض صلابتھ كتلة نقطیة  mحیث  )1.11( فلیكن النظام المیكانیكي في الشكل

  

  

  نابض –كتلة النظام  11.1الشكل 

   : بتطبیق علاقة نیوتن، نحصل على

P F R mγ+ + =
   

                                                                                       9.1  

، OXإرجاع النابض و رد فعل الأرض، وعند إسقاط المعادلة على المحور ھم على التوالي الوزن وقوة  Rو  P  ،Fحیث 
kx: نحصل على mx− =   

 : وتكتب المعادلة التفاضلیة حینئذ على الشكل

                                                                         10.1  

  وھي معادلة من الشكل 

 

   

m k 

3

48EIk
L

=

0kx x
m

+ =
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                                                                                                   11.1  

                                                                                   

  : حیث

  

  12.1                                         و                                                                        

   
0 2 mT

k
π=

  

  :معادلة الحركة

  : حركة نابض حر غیر متخامد تحكمھ المعادلة التفاضلیة التالیة

2
0 0s sω+ =                                                                                                  13.1  

  : تمثل الإحداثیة المعممة، وتقبل الحل التالي  Sحیث 

0( ) cos( )s t a tω φ= +                                                                                      14.1  

  :خواص الحركة

a  :ركةھي  السعة وتمثل الاستطالة القصوى للجسم أثناء الح  

T0 :اھتزاز واحدویمثل مدة  ھو دور الحركة  

                                                          15.1   

  

ω0 ھو نبض الحركة أو السرعة الزاویة  

0tωو  φ+    :ھو طور الحركة 

                                    

                                                                        16.1  

  

                                                                                                       17.1  

  

f0  ھتزازات، وھو عدد الاھتزازات في الثانیةھو تواتر الا. 

0
k
m

ω =

0
0

2T π
ω

=

0
0

1f
T

=

0
0

2
T
πω =

2
0 0x xω+ =
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φ :بتدائي للحركةھو الطور الا  

  .قیم السعة والطور الابتدائي یتم تحدیدھا من الشروط الابتدائیة للحركة

  :القیمإذا مثلنا الموقع والسرعة الابتدائیة على التوالي ب

   s(0)=s0 و v(0)=v0    

  :نحصل على ، 10.1اھا في المعادلة وعوضن

 0cos( )a sφ =                                                                                                               18.1          

                                                                                           و  

                                                                                            19.1             

  

  :، نستنتج السعة والطور الابتدائي)1.14( /)1.15 (و   2)1.15+ ( 2)1.14(عندما نحسب 

2
2 0
0

0

va s
ω

 
= +  

                                                           20.1  

0

0 0

varctg
s

φ
ω

 
= −  

                                                                
  

  

  نماذج بسیطة للھزازات 3.1

  : Jو عزم العطالة  Lالنواس ذو الطول ) أ

  )1.12(لیكن النواس في الشكل 

  

  نواس :  12.1الشكل 

  تساوي جداء عزم العطالة في التسارع الزاويوم القوى الخارجیة بما أن مجموع عز

0

0

sin( ) va φ
ω

= −
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  sin( ) omgd Jθ θ− =                                                                                  21.1  

       sin( ) 0
o

mgd
J

θ θ+ =                                                                                     22.1    

  ):1.9(ل على معادلة تفاضلیة من نوع المعادلة ، نحص    sin(θ)=θ  في حالة اھتزازات صغیرة   

        0
o

mgd
J

θ θ+ =                                                                                       23.1   

  :   T0الحركة توافقیة دورھا 

( ) ( )0cosmt tθ θ ω ϕ= +                                                                                  24.1  

  0 2 JT
mgd

π=                                                              25.1  

  

  :، یساوي الدور حینئذ J=md2 :  في حالة نواس بسیط

 0 2 dT
g

π=
                           26.1  

  

  نواس بسیط 13.1الشكل 

  :LCالدارة ) ب

بتدائیة اتحمل شحنة  Cومقاومة مھملة ومكثفة ذات سعة  Lذاتي  تحریض من وشیعة ذات ةلتكن الدارة الكھربائیة المكون
q0  .نرید حساب تغیر التوتر بین قطبي المكثفة. 

 

θ 
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 LCدارة : 14.1الشكل 

  

  :بتطبیق قانون كیرشوف

0L Cv v+ =                                                                                            1.27  

  : والتوتر بین قطبي الوشیعة ھ

L
div L
dt

=
                                                                                               1.28                 

  :مكثفةوالتوتر بین قطبي ال

C
qv
C

=
                                                                                                  1.29  

  :تصبح) 1.27(المعادلة 

0di qL
dt C

+ =
                                                                                          1.30  

  :علما بأن

    

cqو   Cv=  

  : إذا

                                                       1.31  

  
  :ھذه المعادلة تقبل الحل التالي

 ( )0cosc mv V tω ϕ= +                                                                              1.32 

L 

C 

dqi
dt

=

1 0c cv v
LC

+ =
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: والنبض یساوي
0

1
LC

ω =
                                             1.33 

0:والدور یساوي 2T LCπ= 

  

  :μذات كتلة خطیة  نابض - النظام كتلة) ج

  :كتلتھ الخطیة تساوي.  lوطولھ  m، حیث یكون النابض متجانسا وكتلتھ )11.1(لنأخذ نظام الشكل 

 
m
l

µ =
  

dmكتلتھ   sمن الإحداثیة   dsالعنصر  dsµ=     

واستطالتھ  
s x
l  

  : ھي وطاقتھ الحركیة إذا

                                                               34.1    

  
  

2 2
3

1
2cm
mdE x s ds
l

= 
                                         

 

  :ھي لكلیةالطاقة الحركیة ا

2 2 2
3

0

1 1
2 6

l

cm
mE x s ds mx
l

= =∫ 
                          35.1 

  : الحركیة للنابض والطاقة الكامنة لھ والطاقة الحركیة للكتلةالكلیة ھي مجموع الطاقة الطاقة 

cm p cME E E E= + +  

 :لدینا إذا

2 2 21 1 1
6 2 2

E mx Mx kx= + + 
       36.1 

    37.1 

 

2 21 1 1
2 3 2

E M m x kx = + + 
 



2
21 1

2 2cm
sdE dmv ds x
l

µ  = =  
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:بما أن الطاقة ھي ثابت للحركة
 

0dE
dt

= 

  :فإن

 

1 0
3

M m x kx + + = 
 


 38.1  

  :التفاضلیة للحركة على المعادلة نحصل

 

                                                                   39.1 

 : وحینذلك، النبض یساوي

                                                      40.1 

  

M’   :1بالكتلة  Mنعوض الكتلة  حیث اأخذ نظامنخذ كتلة النابض بالاعتبار لأ
3

M M m′ = +  

  .ھي كتلة النابض  mحیث 

  

  :میزان الطاقة 1.4

وحسب . Epوطاقتھ الكامنة  Ecھي ثابت للحركة، وھي مجموع طاقتھ الحركیة لھزاز حر غیر متخامد  E الطاقة الكلیة 
  :كتلة ، لدینا صیغة الطاقة الحركیة -نابض :الھزاز نموذج

 
21

2cE mx= 
       41.1 

  : صیغة الطاقة الكامنةو

      42.1  

  

)0: علما بأن ) cos( )x t a tω φ= و       +
2
0

k
m

ω =
  

  :وبالتعویض في المعادلات السابقة ، نحصل على العبارات الزمنیة للطاقة الحركیة والطاقة الكامنة

0
1
3

kx x
M m

+ =
 + 
 



0 1
3

k

M m
ω =

 + 
 

21
2pE kx=
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2 2 2
0 0

1 sin ( )
2cE m a tω ω φ= +

                43.1   

  44.1  

  
  : Eقة الكلیة الطا

                                                                        45.1  

  

  

  

  

  

  ممثلة بالخط المتصل Epممثلة بالخط المتقطع والطاقة الكامنة   Ecالطاقة الحركیة : 15.1الشكل 

حیث السرعة الابتدائیة (  φ  =0روط الابتدائیة ، على سبیل المثال ، إذا كان في الشھي في حالة تربیع    Epو  ECمنحنیات 
الحركیة منعدمة، الانتقال یتم إذا من الطاقة  والطاقةقصوى  الكامنة ، حینئذ تكون الطاقة)منعدمة والاستطالة قصوى

قا من الكامنة إلى الطاقة الحركیة بحیث عند نقطة التوازن تصبح الطاقة الكامنة منعدمة والطاقة الحركیة قصوى، وانطلا
  .ھذه النقطة، تنقص الطاقة الحركیة وتزید الطاقة الكامنة

  

  :الحركة التوافقیة البسیطة تمثیل 1.5

   التمثیل البیاني1.1.5   

)0 زمنیةیتم تمثیل المعادلة ال ) cos( )s t a tω ϕ=  Ot,Ox)( بیانیا في نظام محاور  +

 

 

 

 

 

  

 s متغیرللالتمثیل البیاني :  16.1الشكل 

 :التمثیل الشعاعي. 2.1.5

2 2 2
0 0

1 cos ( )
2pE m a tω ω φ= +

2 2 21 1 1
2 2 2

E kx mx ka= + =

 

 

−  

 

( ) 

=  
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  طور الاھتزاز: مرجعيبالنسبة لمحور  تساوي سعة الاھتزاز وجھتھ طویلتھ V⃗ الاھتزاز التوافقي یتم تمثیلھ بشعاع

0 0( ) cos( ) :   ,  ,s t a t V V a V Ox tω ϕ ω ϕ= + → = = +
  

 

  :ي یساوي الطور الابتدائي للاھتزازتمثیل فرینیل حالة خاصة للتمثیل الشعاعي حیث الزاویة بالنسبة لمحور مرجع

0( ) cos( ) :   ,  ,s t a t V V a V Oxω ϕ ϕ= + → = =
  

 

  

  

  

  

  

  

V⃗(t)وتمثیل فرینل  التمثیل الشعاعي للمتغیر : 17.1الشكل  = 0))  

  

  :التمثیل بالأعداد المركبة 3.1.5

  : ، الدالة في ھذه الحالة. بالنسبة للدوال المثلثیة و ذلك لسھولة استعمال الأعداد المركبة،ھذا التمثیل ھو الأكثر استعمالا

 0( ) cos( )s t a tω φ=   .s تساوي طور  θوعمدتھ  aتساوي السعة  ρطویلتھ یتم تمثیلھا بعدد مركب   +

     ( )
0( ) cos( ) ( ) i ts t a t s t ae ω ϕω ϕ += + → =                                                     46.1                    

                                               

  : التمثیل السابق یأخذ الشكل التالي

( ) i ts t ae ω=  

ia: حیث  ae φ=                                                                                             47.1  

  .ھي السعة المركبة  و 

  

  : مخطط الطور 4.1.5

  ṡوالترتیب ھو السرعة المعممة  sحیث الفاصلة ھي الإحداثیة المعممة  (O,s,ṡ)ھو المستوى مستوى الطور 

0( ) cos( )s t a tω ϕ= +  

⃗(t) 

 

O 

ϕ ωt+ϕ 

x 

⃗(t=0) 
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0 0sin( )s a tω ω φ= − +                             

                                                                               48.1  

  

 aأطوالھا على التوالي  OY  و OXبقطع ناقص محاوره الرئیسیة یتم تمثیلھا  sمستوى الطور، الدالة التوافقیة البسیطة  في
  .ω0aو 

  

  

  مخطط الطور:  18.1الشكل 

  

  :تطابق الحركات التوافقیة 6.1

  :الحركات التي لھا نفس الاتجاه ونفس النبض 1.6.1

 س النبضونف OXلتكن حركتان لھما نفس الاتجاه 

 ( )1 1 1cosx A tω ϕ= )  و       + )2 2 2cosx A tω ϕ= +  

  :لتطابق ھذین الاھتزازین  x(t)حاصلة النبحث عن 

 1 2x x x= +  

  :وبعد النشر نحصل على

1 1 1 1 1cos cos sin sinx A t A tϕ ω ϕ ω= −                                                                   1.49  

2 2 2 1 2cos cos sin sinx A t A tϕ ω ϕ ω= −                                                                   1.50  

  : ومنھ

22

0

1s s
a aω

   + =  
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( ) ( )1 2 1 1 2 2 1 1 1 2cos cos cos sin sin sinx x A A t A A tϕ ϕ ω ϕ ϕ ω+ = + − +                           1.51 

:علما بأن 
        

( )cos cos cos sin sinA t A t A tω ϕ ϕ ω ϕ ω+ = −                                                               1.52
  

  : ، نحصل على)1.51(بالمقارنة مع  و

1 1 2 2cos cos cosA A Aϕ ϕ ϕ= +                                                                             53.1  

1 1 2 2sin sin sinA A Aϕ ϕ ϕ= +                                                                               54.1  

  :، نحصل على2)1.54+ ( 2)1.53(وتربیع العبارتین السابقتین، وأخذ مجموعھما 

( ) ( )2 22
1 1 2 2 1 1 2 2cos cos sin sinA A A A Aϕ ϕ ϕ ϕ= + + +                                              55.1  

  :سعة  وطور الاھتزاز الحاصل ھي 

( )2 2
1 2 1 2 2 12 cosA A A A A ϕ ϕ= + − −                                                                     56.1   

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

sin sin sin sintan ,    
cos cos cos cos

A A A Aarctg
A A A A

ϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

 + +
= =  + + 

                   57.1  

  
): اجیبی انستنتج أن تراكب اھتزازین لھما نفس الاتجاه ولھما نبضین متساووین یعطي اھتزاز )cosx A tω ϕ= +  

    57.1 و 56.1تعطى بالعلاقتین  ɸوطوره   Aسعتھ حیث 

  

  : نبض متقاربلھا الحركات التي لھا نفس الاتجاه و 2.6.1

  : لتكن حركتین توافقیتین لھما نفس الاتجاه ولھا نبض متقارب

2 1ω ω≈  

1 1cosx A tω= )و         )2 2cosx A tω ϕ= +  

1تتطابق الاھتزازین  2x x x=   :، علما بأن +

cos cos 2cos cos
2 2

a b a ba b − +   + =    
                                                                      58.1  

  : یعطي
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                                                         59.1     

  

  :نعرف على التوالي الفرق بین النبضین والنبض المتوسط  بالعبارتین

2 1ω ω δω− 2و    = 1

2m
ω ωω +

=
                                                                                 60.1     

: معادلة حاصل الحركتین ھي إذا
  

2 cos cos
2 2 2mx A t tδω ϕ ϕω   = + +   

                                 61.1  

mω: بما أن النبضین متقاربین، وأن δω  جیبیة ذات سعة تتغیر جیبیا  ، فالحركة الحاصلة  ھي حركة.  

                                                                                       62.1 

  

  : حیث

( ) 2 cos
2 2

C t A tδω ϕ = + 
                        63.1  

  1.19كل الحركة الحاصلة تم تمثیلھا في الش

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  متقاربینلھما نفس السعة ولھما نبضین  توافقیتین تطابق حركتین: أ 19.1الشكل 

:دور الحركة ھو .نحصل على ما یسمى حركة ذات خفقات
 2 1

2 4
m

m

T π π
ω ω ω

= =
+  

2 1 2 12 cos cos
2 2 2 2

x A t tω ω ω ωϕ ϕ− +   = + +   
   

( )cos
2mx C t t ϕω = + 

 

 

( ) 

 

 
 

 
cos( ) 

 

 

2 cos(
2

) 

 
−2  

 
2  

2  
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  :C(t)للسعة  Tampھو نصف الدور    Tbودور الخفقات 

2 1

2 1

2 4 2,     
/ 2 2amp amp

amp

T
T

ω ωπ π πω
δω ω ω

−
= = = =

−  

2 1
2 1

2 2,     
2
amp

b b
b

T
T

T
π πω ω ω

ω ω
= = = = −

−
 

  :ب 1.14الممثلة في الشكل  x(t)وفي حالة ما إذا كانت سعتي الحركتین الأصلیتین مختلفتین، نحصل على تغیر 

  

  ذات نبضین متقاربین وسعتین مختلفتین توفقیتین تتطابق حركتین: ب 19.1الشكل 

  

  :الحركات التوافقیة ذات الاتجاھات المتعامدة 3.6.1

   y(t)و   x(t): وافقیتین ذوات اتجاھین متعامدتین نحاول إیجاد المحصلة لحركتین ت

1 1cosx A tω=   

)و      )2 2cosy A tω ϕ= +  

1: لھا نفس النبض  التي الحركات 2ω ω ω= =  

1

cos xt
A

ω =
  

2
2

1

cos xt
A

ω
 

=  
 

  

: و بما أن
2 2cos 1 sint tω ω=   :فإن ،−
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2
2

1

sin 1 xt
A

ω
 

= −  
   

  : ، نحصل على yوبنشر 

( ) ( ) ( ) ( )
2

cos cos sin siny t t
A

ϕ ω ϕ ω= −
  

( ) ( ) ( )
2

2 2

2 1

cos sin siny x t
A A

ϕ ϕ ω
 

− = 
                                           

( ) ( )
2 2

2

2 1 1

cos 1 siny x x
A A A

ϕ ϕ
   

− = −   
     

( )
2 2

2

1 2 1 2

2 cos sinx y xy
A A A A

ϕ ϕ
   

+ − =   
                                                  64.1  

  

 Oxyالمعلم  ىلع ةلئام ھیسیئر رواحم تاذھي معادلة قطع ناقص، ) 64.1(عادلة الم

φ                                         0                     π/4                    π/2                       3π/4   
             

  

φ:                                     π             5π/4                3π/2                   7π/4 

 

 20.1الشكل 

  

  :الحركات المختلفة النبض
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1إذا كانت النبضات قابلة للقیاس، أي أن نسبتھا تساوي نسبة عددین كاملین : نلاحظ حالتین

2

n
m

ω
ω

=
 

n,حیث  m∈N 

n، كل واحدة بنسبة معینة20.1، الرسومات الظاھرة في الشكل ر مغلق والمنحنیات الناتجة تسمى أشكال لیساجو المسا
m

 

 

  2 3 5/2 

 

  5/3 7/3 

و n/m مختلفة  أشكال لیساجو بنسب معینة: 21.1الشكل 
 3

πϕ = 

                                                        2, 3, 5/2, 5/3  et 7/3.  أمثلة لأشكال لیساجو ناتجة عن نسب النبضات  

  

  .عندما تكون النبضات غیر قابلة للقیاس، فالمسار یكون مفتوحا: الحالة الثانیة

 

 

      

 

 

 

 

 

 

y

x
      

 

 

 

 

 

 

y

x
      

 

 

 

 

 

 

y

x

      

 

 

 

 

 

 

y

x
      

 

 

 

 

 

 

y

x

      

 

 

 

 

 

 

y

x
      

 

 

 

 

 

 

y

x
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  π 2 

2أشكال لیساجو لنبضات بنسب : 22.1الشكل    ،π  

  

  :تمارین محلولة 1.7

  :التمرین الأول

، ونعلق في طرفھ السفلي كتلة  Rونصف قطرھا  M  بإحكام في أسطوانة كتلتھا Lكتلتھ مھملة وطولھ نربط قضیبا صلبا 
  .، ونحاول دراسة الحركة ضعیفة السعة لھذا النظام mنقطیة 

  

  

  1الشكل 

  :الحل

  :، نقطة تماس الاسطوانة مع الأرض، حیث السرعة اللحظیة منعدمة، لدینا إذا Cحور اللحظي للدوران ھو النقطة الم

C CM J θ=∑ 
      حیث                    

sinCM mgl θ= −
   

   Jc  سطوانة والكتلة عزم عطالة الأ  ھوm   بالنسبة للنقطةC عزم القرص بالنسبة للنقطة  - ریة ھوغنزحسب نظ -، وھو

O:
 

21
2
MR

  

C :بالنسبة للنقطة mإضافة إلى عزم عطالة الكتلة  O و  Cائد كتلة القرص جداء مربع المسافة بین ز
  

2mCA 

2 2 21
2CJ MR MR mCA = + + 

          

CA: لدینا CO OA= +
  

  

 

M 

m 

L 
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       إذا 
2 2 2 2 cosCA R l Rl θ= + +        

P: sinCMعزم القوى الخارجیة یختزل في عزم إرجاع  الثقل  mgl θ= −     

sinθ:  وبما أن الاھتزازات صغیرة     θ      وcos 1θ   

ومنھ 
2 2 2 2CA R l Rl= + −  

)إذا  )22CA l R= CMو      − mglθ= −  

( )223
2

mgl MR m l Rθ θ − = + − 
 


  

( )22
0

3
2

mgl

MR m l R
θ θ+ =

 + − 
 



  

2: المعادلة التفاضلیة ھي
0 0θ ω θ+ =

  

  :إذا لدینا حركة توافقیة دورھا

 

( )22

0

3
22
MR m l R

T
mgl

π

 + − 
 =

  

  :2التمرین 

وكتلتھ مھملة، تمشي بدون  Kالمرتبطة بنابض صلابتھ M ، حیث الاسطوانة ذات الكتلة  2لیكن النظام المیكانیكي للشكل 
  .انزلاق ، المطلوب إیجاد المعادلة التفاضلیة التي تحكم حركة الأسطوانة، واستنتاج الحل

  

  

  2: الشكل

  :الحل

مثل انتقال مركز الكتلة ، والطرف الثاني یمثل الدوران حول الطرف الأول ی: عبارة الطاقة الحركیة مكونة من طرفین
  .مركز الكتلة

R 

k  

 

M 
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2 21 1
2 2c oE Mv J θ= +   

x: وبما أن الحركة تتم دون انزلاق، إذا Rθ= ومنھ ، :v Rθ=   

: عزم عطالة الاسطوانة المتجانسة ھو 
21

2oJ MR=  

  : مما یعني أن

2 23
4cE MR θ= 

  

): و بالنسبة للاھتزازات صغیرة )2 21
2pE k R a θ= +  

c: ھو  اللاغرانجي pL E E= −  

): إذا )22 2 23 1
4 2

L MR k R aθ θ= − +  

0d: وبتطبیق معادلة لاغرانج L L
dt θ θ

∂ ∂  − = ∂ ∂   

  :نستنتج معادلة الحركة

 
( )223 0

2
MR k R aθ θ+ + =

  

): ومنھ )2

2

2
0

3
k R a
MR

θ θ
+

+ =
  

:ولدینا اھتزازات توافقیة دورھا
 ( )

2

0 2
32

2
MRT

k R a
π=

+
  

  

  :3التمرین 

  یھتز في أنبوب على شكل   ρوكثافتھ  L، عمود السائل طولھ )25.1(لیكن مقیاس ضغط السوائل الممثل في الشكل 

 U  ومقطعھS .زازات الصغیرة للعمودالمطلوب إیجاد دور الاھت.  
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  3الشكل 

  :الحل

إذا تمت إزاحة السائل عن موضع التوازن، یخضع العمود لقوة إرجاع بسبب الكتلة الزائدة الناتجة عن فرق مستوى السائل 
  . بین فرعي الأنبوب

  

F: وبتطبیق قانون نیوتن mγ=∑
 

    

  ،  ’mتلة ھي قوة إرجاع الوزن الناتج عن الك Fحیث 

xF m g′= −  

  :حیث قوة الإرجاع و كتلة العمود ھما على التوالي

 2F Axg ρ= mو   − lA ρ=  

  : وعند تطبیق قانون نیوتن، نحصل على 

2Axg lA xρ ρ− =   

2m :وبما أن  xS ρ′ m :ة للعمود ھيفالكتلة الكلی ،= lS ρ=  

2xS: وبالتعویض في قانون نیوتن g lS xρ ρ− =   

2xS :ومعادلة الحركة ھي g lS xρ ρ− =   
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0: ونبضھا یساوي
2g
l

ω =
  

0: ودور الاھتزازات ھو 2
2
lT
g

π=
  

  4التمرین 

مثل ما ھو ممثل ، ρ0مغمور نصفیا في حمام مائي كتلتھ الحجمیة ،  ρالحجمیة  كتلتھو  Aمقطعھ  یلأنبوب من الخشب الثق
  . یتم دفع الأنبوب نحو الأسفل ثم إطلاقھ، المطلوب إیجاد التواتر الطبیعي للإھتزاز ،4في الشكل 

   

  4الشكل 

  P- Fa= 0: ن، لدیناعند التواز

0aF  :ھي قوة أخمیدس Fa حیث  Ax gρ=
  

0 0 0mg Ax gρ− =  

m Ahρ=  

0 0 0Ah g Ax gρ ρ− =  

0
0

x hρ
ρ

=
  

  : نحصل على المعادلةوبتطبیق قانون نیوتن،

( )0 0mg A x x g mxρ− + =   

0 0A gx x
m
ρ

+ =
  

  : بقیمتھا، نحصل على mوبالتعویض 

0 0gx x
h

ρ
ρ

+ =
  

  : والنبض یساوي
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0
0

g
h

ρ
ω

ρ
=

  

  5التمرین 

 Lوطولھا  Aمقطعا ، والجزء الأنبوبي Vحجمھا كرویة  لتكن قارورة 

  .داخل وخارج القارورةالفارق في الضغط بین  p، و κلدیھ  عامل القابلیة للانضغاطو  ρالقارورة تحتوي على غاز كثافتھ 

  :الحل

lA:، أي أننفترض أن حجم الأنبوب أقل بكثیر من حجم القارورة   V  

 pالمطلوب إیجاد دور الاھتزازات الناتجة عن تغیر الضغط  

  

  5الشكل 

  

  :الحل

m كتلة الغاز  lAρ=نبوب تخضع لضغط التي یحتویھا الأP  ولقوة إرجاع طویلتھاpA  وبتطبیق قانون نیوتن، نحصل ،
 :على

  

 :  یعرف عامل القابلیة للانضغاط على أنھ النقصان النسبي للحجم على وحدة الضغط

1 V
V P

κ ∂
= −

∂ 

1V
V p

κ ∆
= −

  

  : ، إذا   ΔV=Ax: للمكبس في الأنبوب تولد تغیر في الحجم  xالانتقال 

V Ax
V v

∆
=

  

lA x Apρ = −
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1 Ax
p v

κ =
  

1 AxlA x A
v

ρ
κ

= −
  

0Ax x
l vρκ

+ =
  

0
A

l v
ω

ρκ
=

 

  :متخامدةالاھتزازات الحرة ال 8.1

ھذا التخامد سببھ أن الھزاز العیاني مرتبط دائما بمحیطھ ولو یسیرا، مما یجعل . أساسا، تتناقص الاھتزازات مع الزمن
  .الطاقة الابتدائیة للاھتزازات تتلاشى تدریجیا

بائیة إلى طاقة المقاومة تحول الطاقة الكھر( في كل نظام ، یوجد تبدید للطاقة بسبب الاحتكاكات أو بسبب مفعول جول 
  .، أو أي آلیة لتبادل الطاقة)حراریة

  :في الأنظمة المیكانیكیة، ضیاع الطاقة یكون غالبا بسبب قوى الاحتكاك، ھناك نوعان من الاحتكاك

  :الاحتكاك الصلب حیث تكون القوة ثابتة ومعاكسة لجھة الحركة  

vF kuα = −
 

                                            65.1  

vuحیث 


vھو شعاع الوحدة لشعاع السرعة  
vu
v

=

  

  سببھ مقاومة السائل لحركة الجسم، إذا كان ھذا الأخیر یتحرك ببطء كاف لمنع تدفق الھواء المحیط بھ   الاحتكاك اللزج

  بأخذ شكل تدومي

  :اليقوة الاحتكاك تكتب بالشكل الت

  66.1  
  

  ةسرعثابتین، والإشارة ، والإشارة ناقص تدل على أن القوة عكس اتجاه ال   α2 و   α1حیث 

  α1/α2 صغیر جدا بالنسبة للكسر Vإذا كان 

1F vα α= −                                                                                            67.1  

  α تخامدهعامل   جھاز تخامدب  Fα، یتم تمثیل القوة في الأنظمة المیكانیكیة

2
1 2F v vα α α= − −
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  :نابض متخامد  -مثال نظام كتلة 

  .، نبحث عن معادلات الحركة)1.23الشكل (  αنابض وندخل فیھ إحتكاك على شكل جھاز تخامد ثابتھ  -نأخذ نظام كتلة 

  

  23.1الشكل 

  : ھي) 2ملحق ( حدة من الحریة معادلة لاغرانج لنظام ذو درجة وا

    68.1  

  

  : ھو لاغرانجي النظام المعرف بالعلاقة Lحیث 

c pL E E= −                                                                                    69.1  

  .طاقتھ الكامنة Epللنظام و  ھي الطاقة الحركیة Ecحیث 

D ة التبدیدھي دال:  

21
2

D xα= 
                                                                                              70.1  

  

  :حیث اللاغرنجي ودالة التبدید، لھما على التوالي العبارتین

2
2 21 1 4

2 2 2
b b acL mx kx

a
− ± −

= −
                                                         71.1   

  و

, ,L d L Lmx mx kx
x dt x x

∂ ∂ ∂ = = = − ∂ ∂ ∂ 
 

    

و 
D x
x

α∂
=

∂


  

  :تكتب إذا 1.71المعادلة 

0d L L D
dt x x x

∂ ∂ ∂  − + = ∂ ∂ ∂  
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 0mx x kxα+ + =   

  : ، یصبح لدیناmوبالتقسیم على 

0kx x x
m m
α

+ + = 
                                                                                  72.1            

  :نحصل حینھا على المعادلة بالشكل التالي

2
02 0x x xλ ω+ + =                                                                                   73.1      

2m: حیث
αλ =  

0و 
k
m

ω =  

  :معادلة الحركة 1.8.1

  :حركة الھزاز الحر المتخامد تحكمھ المعادلة التالیة

2
02 0s s sλ ω+ + =                                                                                  74.1  

  pte: عندما نبحث على حل من الشكل

: فیة التالیةنحصل على المعادلة الكی
2 2

02 0p pλ ω+ + =                                       75.1  

  λو  ωالحلول تتوقف على القیم النسبیة لكل من 

  :عندنا ثلاث حالات

    λ˃ω0 : الحالة الأولى

  : حتكاكا كبیراوھي حالة توافق ا  

2 2
1,2 0p λ λ ω= − ± −                                                                             76.1  

                                                      77.1   

  في ھذه الحالة الحركة لا دوریةالتخامد قوي، مما یعني أن النظام یتجھ نحو وضعیة توازن بدون اھتزازات، 

  

( ) ( )2 2 2 2
0 0

1 2( )
t t

s t A e A e
λ λ ω λ λ ω− − − − + −

= +
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  نظام لا دوري: 24.1الشكل 

  

  λ=ω0 :الحالة الثانیة

( )1 2( ) ts t A A t e λ−= +                                                                                  78.1   

  والحركة تتناقص أسیا والعودة إلى حالة التوازن تحدث بسرعة . الجملة ھنا في نظام حرج

  .بالمقارنة مع الحركة اللادوریة

  

  قیم مختلفة من السرعة الابتدائیةنظام حرج ل: 25.1الشكل 

  

  λ˂ω0: الحالة الثالثة

  .الحل ھنا جیبي مع تناقص أسي للسعة. ھذه الحالة توافق تخامدا ضعیفا

2 2
0( ) cos( )ts t Ce tλ ω λ φ−= − +                                                                  79.1  

( ) cos( )ts t Ce tλ ω φ−= +                                                                             80.1  

  نبض وھمي ωحیث یسمى  
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2 2
0ω ω λ= −                                                                                          81.1   

  :نحصل على اھتزازات ذات دور وھميفا للحالات السابقة، دوریة وھما ، وخلا بلالحركة لیست دوریة ریاضیا، 

2 2
0

2T π

ω λ
=

−                                                                                                 82.1  

  

  نظام دوري وھما: 26.1الشكل 

  

  

  )3 ( تخامدةالحالات الثلاث والحالة غیر  الم: 27.1الشكل 

  

، حیث       28.1في رسم مستوى الطور، المكان الذي یصف التصرف الاھتزازي لھذا النظام ھو عبارة عن دوامة ممثلة في الشكل 
  .تدور في اتجاه عقارب الساعة قطريفي الرسم البیاني ھي الحالة الابتدائیة للنظام والدوامة مرسومة بخط    
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  28.1الشكل 

  

  

  :ز الحركة المتخامدةمقادیر تمی 2.8.1

  :Qعامل النوعیة ) أ

  : ، الذي عبارتھ Qیتم تعریفھ عموما بالرمز ، αفي أغلب الحالات ، درجة التخامد ، عوض أن یكون معرفا بالرمز 

                                                                                                83.1       

 

 Q>1/2: شبھ دوريظام ن

 Q=1/2: نظام حرج

 Q<1/2: نظام غیر دوري
                                                                 

Q  الجملة ذات التخامد الضعیف، لدیھ . لكل دورة ھو النسبة بین معدل الاھتزازات ومعدل فقدان الطاقةإذ بعد،  لیس لھ
  .رتفعایكون مQ  ، وبذلك  λقیمة 

یعني أن تناقص   مرتفع  Qكذلك ،  .مرتفعا، لأننا نتمنى أن تدوم الاھتزازات وقتا أطول Qیفضل أن یكون  بالنسبة لتطبیقات عدیدة، 
 .                                                مثالي من منحنى جیبي االاھتزازات یتم ببطء، بحیث یكون شكل الموجة الحقیقیة  قریب

 Qلكن في تطبیقات أخرى ، یفضل أن سكون .   100یساوي تقریبا   Qوقت الساعة ،  التي تحدد  اھتزازات بلورة كوارتزي حالة ف
یساوي  Qتعلیق السیارة یملك . مثلا عندما یكون تعلیق السیارة في حالة اھتزاز، یفضل الركاب أن تتوقف عن الاھتزاز ضعیفا ،
               .مرتفعا، كلما كانت الإشارة واضحة Qكلما كان إذ ھي قیاس للانتقائیة،  Qادیو، القیمة عند تعدیل دارات الر. 1حوالي 

  .تساوي حوالي بضعة مئات Qفي دارات الرادیو  الكلاسیكیة، قیم 

  : δالنقصان اللوغاریتمي ) ب

، ویعرف على أنھ النسبة بین سعتین واحد ردوالنقصان اللوغاریتمي یمثل القیاس على السلم اللوغاریتمي لتناقص السعة خلال 
  :متتالیتین

( )ln( )
( )

Amp t
Amp t T

δ =
+                                                                                     84.1  

 

 

 

0

2
Q ω

λ
=
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  :، نحصل على  t+Tو tبتعویض السعة بقیمتھا عند اللحظة 

( )ln( )
t

t T

Ce T
Ce

λ

λδ λ
−

− += =
                                                                                  85.1  

ید من الدقة، ھو القیاس، لمز. القیاس التجریبي للنقصان اللوغاریتمي وللنبض الوھمي یسمح بتعیین معامل تخامد النظام

n: ، لدینا إذادورة وھمیة -n عموما محسوب على Tδ λ=ستنتج أن، ون :nT
δλ = 

 τثابت الزمن ) ج

 e/1یعرف ثابت الزمن على أنھ الزمن اللازم للحصول على تناقص للسعة قدره 

( ) 1t

t

Ce
Ce e

λ τ

λ

− +

− =
                                                                                                  86.1   

  :تبسیط ، نحصل على عبارة ثابت الزمنوبال

1τ
λ

=
                                                                                                            87.1  

  RLCالدارة 

  

  

  في قطبي السعة بدلالة الزمن شحنة، المطلوب إیجاد تغیر الq0یة مع سعة لھا شحنة ابتدائ RLCلتكن الدارة   

  

  : لدینا

  :مجموع التوترات في الخلیة یساوي صفر 

0R L cv v v+ + =                                                                                  88.1  

  

                                                                            89.1  

  

R L 

C 

0c
diRi L v
dt

+ + =
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,c cq Cv i Cv= =   

       1 0Rq q q
L LC

+ + =                                                                      90.1  

  

2
02 0q q qλ ω+ + =                                                                              91.1  

حیث 
2
R
L

λ =
  

و
   

0
1
LC

ω =  

    
    

  

  كھربائیة - تماثلات میكانیكیة 

  

، والوشیعة  بدل كتلة، xبدل الانتقال   qكتلة ، فقط لدینا الشحنة  -تشبھ في شكلھا معادلة النظام نابض  90.1ادلة المع
 ة بین النظم المھتزة الكھربائیة والمیكانیكیة وتوسیع ھذهویمكننا عمل مماثل. ة بدل الصلابةوالمقاومة جھاز التخامد، والسع

.                                لى الطاقات وكذلك القوانین الفیزیائیة التي تحكم تغیراتھاالمماثلة ، زیادة على المركبات، إ
  .یلخص جزءا من ھذه المماثلات 2.1الجدول 

  

 نظام كھربائي نظام میكانیكي
  m   كتلة     L       وشیعة    
k نابض   (1/C)       مكثفة  
α  جھاز إخماد  R مقاومة     
x  موضع   q  شحنة  
v سرعة     i  شدة  

(F − mγ) = 0: ∑                                      نیوتن u = 0 ∶           كیرشوف

  F  قوة  (J  عزم )  V  توتر  
Ec=(1/2) mv2   طاقة حركیة  EL=(1/2) Li2  طاقة مغناطیسیة   

Ep=(1/2 kx2)  طاقة كامنة  Ec=(1/2) q2/C  طاقة كھربائیة  
 

  :أمثلة

 :المتسلسلة، نعطي  RLCالمطلوب إیجاد تغیر التوتر بین قطبي السعة بدلالة الزمن للدارة  )1

 R=50Ω ،L=5mH ،C=0.5µF  
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  R=50Ω ،L=5 10-3H ،C=0.5 10-6F: التي یكون فیھا بالنسبة للحالة

  λ= 5 103 s−1 ،ω0=2 104 rd/s: لدینا

 Q=2: نستنتج عامل النوعیة

  : ، إذا الحل ھو شبھ دوري)ω0> λ  )Q>0.5 : بما أن

( )cost
c mv V e tλ ω ϕ−= +                                                                               

2: مع نبض شبھ دوري 2
0 19365 /rd sω ω λ= − =  

2: وشبھ دور 0.32T msπ
ω

= =
 

  

  :نابض متخامد -النظام كتلة) 2

، بتطبیق معادلة لاغرانج، المطلوب إیجاد k، ونابض ذو صلابة m، وكتلة نقطیة αلیكن النظام المكون من جھاز إخماد ذو ثابت 
        α= 15 Ns/m   ،m=250g      ،k= 100N/m: معادلة الحركة، لدینا

  

  :، یأخذ الشكل التاليxمعادلة لاغرنج لنظام ذات درجة واحدة، مع إحداثیة معممة 

0d L L D
dt x x x

∂ ∂ ∂  − + = ∂ ∂ ∂                                                                                

  : ي ودالة التبدید على الشكل التاليمع اللاغرانج

2 21 1
2 2

L mx kx= −
  و  

21
2

D xα= 
  

, ,L d L Lmx mx kx
x dt x x

∂ ∂ ∂ = = = − ∂ ∂ ∂ 
 

 
  

و
D x
x

α∂
=

∂



  

0mx: المعادلة لدینا إذا x kxα+ + =  وبالتقسیم على ،m نحصل على:  

0kx x x
m m
α

+ + = 
                                                                                        

m α  

   

 k 
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2
02 0x x xλ ω+ + =                                                                                   

130
2

s
m
αλ −= =

0و 
100 20 /
0.25

rd sω = =  

0λبما أن  ω>فالحركة ،  

( ) ( ) ( )2 2 2 2
0 0

1 2

t t
x t a e a e

λ λ ω λ λ ω− − − − + −
= +  

  

  :دراسة طاقویة3.8.1 

  في حالة اھتزازات متخامدة لنظام كتلة نابض، لدینا 

( )costx Ce tλ ω−=                                             92.1  

λعبارة السرعة إذا كان  ω :  

( )( ) ( )cos( ) sin sint tx t t Ce t Ceλ λλ ω ω ω ω ω− −= − + −                                         93.1  

  :وفي ھذه الحالة، الطاقة الكلیة لھذا النظام ھي

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1cos sin
2 2 2 2

t tE kx mx kC e t m C e tλ λω ω ω− −= + = +
                          94.1  

: لدینا
2m kω =  

2 21
2

tE kC e λ−=
                                     95.1  

  : tعند اللحظة 

                                                                                   96.1  

  

: الطاقة ھي إذا
2

0
tE E e λ−=   97.1  

  :لدینا  t=1/2λ: بالنسبة للحظة

 

1

0

E e
E

−=
  

  : للطاقة بالنسبة للطاقة الابتدائیة ھي، لدینا تناقص  t= τ: وعند اللحظة

( ) 2
0

10
2

E t E kC= = =
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                                                                                                        98.1  

  

  :دراسة الاحتكاك الصلب 7.8.1

نفترض أن الكتلة، عند . fαقوة احتكاك صلب    ، حركتھا في المستوى، إلى mلیكن النظام الآتي حیث تخضع الكتلة 
  .وأنھا تترك بدون سرعة ابتدائیة ،Xmتوازنھا بالمسافة  وضعیة، تبتعد عن  t=0اللحظة 

 :معادلة الحركة تكتب إذا كالآتي .لھا طویلة ثابتة واتجاه معاكس لاتجاه الحركة fα قوة الاحتكاك الصلب

                       99.1  
  

  :المعادلة ھي، نصف الدور الأولبالنسبة ل

  100.1  

  

                                                                                  101.1  

  

fkx x
m k

α+ =
                                                                                              102.1  

( )0cos fx a t
k
αω ϕ= + +

                                                                               103.1  

  :، لدینا إذاv(0)=0و  x(0)= Xmإذا أخذنا بعین الاعتبار الظروف الابتدائیة 

cos m
fa X
k
αϕ + =

                                                                                         104.1  

0و   sin 0aω ϕ− =                    105.1  

: إذا
0cosm

f fx X t
k k
α αω = − + 

                                                                       106.1  

  :سالبة Xفي نھایة نصف الدور الأول، الفاصلة 

2
2 m

fTx X
k
α   = − −   

                                                                                    107.1  

2السعة نقصت بالمقدار  f  

2

0

E e
E

−=

mx kx fα= − ±

mx kx fα= − +

0fkx x
m k

α + − = 
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 2
2 m
Tx f X  = − 

 
                                                                                       108.1  

  :بالنسبة لنصف الدور الثاني، المعادلة ھي

mx kx fα= − −                                                                                              109.1  

fkx x
m k

α+ = −
                                                                                      106.1  

( )0cos fx a t
k
αω ϕ′ ′= + −

                                                                        107.1  

  : الوضعیة الابتدائیة، حیث  t=T/2علما بأن الحركة في ھذه الحالة بدأت في اللحظة 

   
( )2mX f− −

                                                                                            108.1
  

  v=0: والسرعة الابتدائیة 

  : 'φ  و 'aومنھ نستنتج قیم الثابتین 

( )3ma X f′ = − −                                                                                 109.1  

                                                                                 110.1  

( )3ma X f′ = ′0ϕو    − =  

  :ومنھ

   ( )3 cosmx X f t fω= − −                                                            111.1  

):  x=T ة الاستطالة عند ومنھ قیم )4mX f−  

  

2الثاني بمقدار الدور وبھذا نقصت السعة خلال نصف f   

4خلال كل نصف دور، وبھذا النقصان الدوري یكون بمقدار لدینا تناقص ثابت f   

خطي، وكذلك فإن توقف الحركة یمكن أن یحدث خارج موضع  بل الیس أسیعكس الاحتكاك اللزج، منحنى تناقص السعة 
 .الإرجاع النابضالتوازن الابتدائي بالنسبة لوضعیة قصوى حیث قوة الاحتكاك أكبر من قوة 

   ( )2mf k X nfα ≥ −                                                                           1.105 

  ھو عدد نصف الأدوار   nیث ح
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     1 1
2

mXn
f

 
≥ − 

 
                                                                                 1.106  

  

  

                                                           29.1الشكل   

  

  

  

  

  

  :تمارین إضافیة

  :التمرین الأول

  .النظام المیكانیكي المكون من كتلة ونابضین على سطح مائللیكن 

 المطلوب إیجاد تشوه النابضین عند التوازن )1
  .نحرك الكتلة عن موضع توازنھا، أوجد معادلة حركة الكتلة )2

، ھذا القضیب مرتبط من طرفھ الثابت بنابض صلابتھ mلدینا قضیب كتلتھ مھملة وفي طرفھ كتلة نقطیة التالي في الشكل 
kط الاھتزازوشروھذا النظام  ض حر، المطلوب إیجاد معادلة حركة، عند التوازن القضیب عمودي والناب.  
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  :التمرین الثاني

، ھذا النظام مرتبط بطرف ثابت بواسطة نابض  mلدینا قضیب كتلتھ مھملة، في طرفھ كتلة نقطیة  التالي في الشكل
دي و النابض حر، المطلوب إیجاد معادلة حركة ھذا النظام وشروط ، عند التوازن القضیب، القضیب عمو kصلابتھ 
  .الاھتزاز

 

 

  :3التمرین 

الأسطوانة تتدحرج بدون الانزلاق . kمرتبطة بطرف ثابت بواسطة نابض صلابتھ  rونصف قطرھا  Mكتلتھا  أسطوانة
  .المطلوب إیجاد دور الاھتزازات الصغیرة للأسطوانة. على مستو أفقي

 

 

 :4 التمرین

  :المطلوب .m2   و    m1لدینا قضیبا ذا كتلة مھملة ، في طرفیھ الكتلتین

 .إیجاد تمدد النابض عند التوازن، علما بأن القضیب أفقي )1
 .إیجاد معادلة الحركة، واستنتاج دور الاھتزازات الصغیرة )2

 

 

 :5التمرین 
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  .روض أن یكون ثابتا بالنسبة للاھتزازات الصغیرةبواسطة خیط غیر قابل للتمدد، خاضع لتوتر من المف mیتم تعلیق كتلة 

  .المطلوب إیجاد دور الاھتزازات الصغیرة للكتلة

 

 

  :التالي المطلوب إیجاد صلابة النابض المكافئ بالنسبة لكل تركیب للنوابض في الشكل

  

  6التمرین 

  أوجد بالنسبة للأنظمة في الشكلین صلابة النابض المكافئ

  

 

  النوابض مركبة على التوازي) ب                     بض مركبة على التسلسلالنوا) أ        

  

  :7التمرین 

، واستنتاج θلیكن النظام المیكانیكي المبین في الشكل التالي، المطلوب إیجاد المعادلة التفاضلیھ التي تحكم تغیر الزاویة 
  .وري لوجود اھتزازات للنظام الشبھ دوريالشرط الضر
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