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PREFACE

Ce polycopié de fiabilité, maintenabilité¢ et diggmlité (FMD) s’adresse

surtout aux etudiants qui destinent aux sciencddmdgnierie. Il se situe entre
un texte de fiabilité, maintenabilité et dispohibi purement théorique et un
texte de fiabilité appliquée. Pour toutes lesiparprincipales de FMD, nous
avons fait une revue rapide de FMD de niveawarsitaire. Cette revue est
faite a I'aide d’exemples dans le texte. Le mariusst organisé en trois parties
principales A, B et C dans lesquelles sont stréstigs chapitres.

On sait que I'analyse de la fiabilité constitue phase indispensable dans toute
étude de sdreté de fonctionnement. A [l'origine fidgdilité concernait les
systémes a haute technologie (centrales nucléaiéesspatial). Aujourd'hui, la
fiabilité est devenue un parametre clé de la qualitd’aide a la décision, dans
I'étude de la plupart des composants, produitsretegsus "grand public":
Transport, énergie, batiments, composants élequesi composants
mécaniques....

De nombreux industriels travaillent a I'évaluatietri’amélioration de la fiabilité
de leurs produits au cours de leur cycle de dépelment, de la conception a la
mise en service (conception, fabrication et exptmn) afin de développer leurs
connaissances sur le rapport CoGt/Fiabilité etnmatftles sources de défaillance.

L’'analyse de la fiabilité dans le domaine de la amégue est un outil trés
important pour caractériser le comportement du gitodans les différentes

phases de vie, mesurer I'impact des modificatiomsahception sur I'intégrité

du produit, qualifier un nouveau produit et amélioses performances tout au
long de sa mission. La maintenabilit¢ par anal@gia fiabilité, exprime un

intérét considérable au maintien des équipement®tan de service et par
conséquence assuré leur disponibilité.

MAA. Salima BELEULMI Prof. Ahmed BELLAOUAR
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Faculté des sciences de la technologie Facult&sdeiences de la technologie
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Introduction Générale

L’exécution de la maintenance dans une entrepmhestrielle est d’'une importance capitale
pour maintenir les équipements en état de bonifomement. La maintenance, dans sa plus
large définition, est I'ensemble de toutes les afp@ns de gestion, de programmation et
d’exécution. Le calcul de la fiabilité d’'un équipent constitue un outil incontournable pour
évaluer l'efficacité de n'importe quelle entitd.es concepteurs et les utilisateurs sont souvent
confrontés a des contraintes par pauvreté ou pagmeade modéles permettant de faire des
études prévisionnelles correctes. Le taux deild#fee est souvent considéré comme
constant ce qui est manifestement faux en mécanigue’intérét d’outils, de modéles ou de
méthodes plus adaptées. Le calcul de la fiabib® sy/stemes mécaniques est influencé par les
caractéristiques suivantes:

1. La notion du taux de défaillance n’existe pas

2. Le recueil des informations sur la fiabilité esigpdifficile

3. Les défaillances ont des origines variées (la dutéevie des composants est
principalement conditionnée par les problémes tiguia avec une forte influence des
différentes contraintes.

4. Le systeme mécanique est de plus en plus perforet@oimpliqué

Ainsi, le choix d’'une loi de comportement du megiéfcalcul de la fiabilité) devient une tache
tres compliquée. Le présent polycopié s’adresseétudiants master de I'option maitrise des
risques industriels, poursuivant leur formationaafdculté des sciences de lingénieur. La
conduite du calcul est conditionnée par le chomxvemable d’une loi de fiabilité décrivant le
comportement des différents composants constitusrgentité.

Le but de la maintenance c’est de mettre en ceasreljectifs (codts, délai, qualité, etc.) fixés
par la direction de production en tenant compteal&nements (perturbations, aléas, etc.) de
I'environnement.

La stratégie de la maintenance est 'ensemble ée@sidns qui conduisent :

* a définir le portefeuille d’activités de la prodiact de maintenance, c'est-a-dire, a
décider des politiques de maintenance des matérieiéthodes correctives,
préventives, amélioratives a appliquer a chaqueémedt

» et, conjointement, a organiser structurellemersyltéme de conduite et les ressources
productives pour y parvenir dans le cadre de Iaionsimpartie (objectifs techniques,
economiques et humains).



A- FIABILITE

Chapitre | : Concepts généraux de la Fiabilité
Chapitre Il : Lois de Fiabilité
Chapitre Il : Loi de Weibull



Chapitre | : Concepts Géneraux de la Fiabilité

[.1 Définition

La fiabilité caractérise I'aptitude d’'un systéme dwn matériel a accomplir une fonction
requise dans des conditions données pendantemalie de temps donne.

|.2 Fiabilité et problématique

La fiabilité a sans doute pris son développemeptidela derniére guerre mondiale. Elle est
vite devenue une science a part entiere dans lelcajions appartenant a de nombreux
domaines. Elle a pour fondements mathématiqussatistique et le calcul des probabilités
qui sont nécessaires a la compréhension et aysmaes données de fiabilité.

La défaillance (la non fiabilité) augmente les sodtaprés-vente (application des garanties,
frais judiciaires,...etc.).

Construire plus fiable augmente les colts de cdrmmept de production, en pratique, le colt
total d’'un produit prend en compte ces deux teneinc

1.2.1. Fonction de fiabilité R(t) — Fonction de dfaillance F(t)

Considérons un matériel dont on étudie la fiabili®oit Z la variable aléatoire qui a chaque
matériel associe son temps de bon fonctionnem@mt.choisi un de ces matériels au hasard.
Soit les événements A : « Le matériel est en éabah fonctionnement a l'instant t » et B :

« Le matériel est défaillant a I'instantA#» On a alors :

p(A) =p(T>t) et p(B) =p(T <t+At) (1.2)
Donc p(ANB)=p(t<T<t+At)
E(t + At) — F(t)
= (1 —-R(t+At)) — (1 —R(t))
= R(t) — R(t + At)

P(ANB) _ R(t)—R(t+At)
p4A) R(t)

On en déduit que p(B/A) = (1.2)

On appelle fonction de défaillance la fonctiedéfinie pour tout>0
F()=P(T<t)

Le nombre F(t) représente la probabilité qu’urpdsstif choisi au hasard ait une défaillance
avant l'instant t. La figure 1.1 donne l'allure dette fonction.



=

Figure I.1. Fonction de défaillance

Cette fonction nous amene naturellement une fomctissociée : la fonction de fiabilité
définie pour toutt >0 par: R(t)= 1-F(t). Le nombre R(t) représenta probabilité qu’'un
dispositif choisi au hasard dans la populationtnpais de défaillance avant l'instantLa

figure 1.2 montre les deux fonctions associées.

Figure 1.2. Fonction associée

Le taux d’avarie moyen dans lintervalle de tenfpg+At] est alors :

R(t)—R(t+At) oL
R(b) At

(1.3)

1.2.1.1. Taux de défaillance instantané

C’est la probabilité (@ R< 1) ; un produit doit accomplir de maniére satidate une
fonction requise, sous des conditions donnéesretgmt une période de temps donné.

L’écriture mathématique du taux de défaillance iastant t, notéi(t), défini sur
R est la suivante :
1 R(t) —R(t+ Ab)
At R(t)

A(t) = lim

At—0

(1.4)



Physiquement le termd(t).At, mesure la probabilit¢é qu'une défaillance d'un
dispositif se produise dans l'intervalle de tempg4at] sachant que ce dispositif a
bien fonctionné jusqu’a 'instant t

(D) = — dR(t) 1

i RO (15)

_dF() 1
dt “R(®)

_f® __f®
R(t) 1-R(t)

ou R est la fonction digabilité de ce matériel
On est alors amené a résoudre une équation difféiferdu £ ordre. En effet si\ est
connu, la résolution de I'équation différentielledaire du ¥ ordre :

R(t) + A(OR() =0 (1.6)

Donne la fonction de fiabilité R du matériel. Ordd# alors la fonction de défaillance F qui
est la fonction de répartition de la variable 4spa densité de probabilité f de Z qui est la
dérivée de F.

On alors :
t t
R(t) = e Jo A)dx et F(t)=1—e JoAax (.7)

1.3 Indicateurs de fiabilité (A) et (MTBF) :

Précédemment le taux de défaillantea été défini par des expressions mathématiques a
travers un calcul de probabilit®n peut également I'exprimé par une expression phgsidu
caractérise la vitesse de variation de la fiabikié cours du temps. La durée de bon
fonctionnement est égale a la durée totale encempins la durée des défaillances.

_ nombreotaldedefaillanespendanteservice
durectota/de bonfonctionnmen

A

(1.8)

[.3.1 Temps moyen de bon fonctionnement :

Le MTBF (Mean Time Between Failure) est souventuiacomme étant la moyenne des
temps de bon fonctionnement mais représente la mneydes temps entre deux défaillances.
En d’autres termes, Il correspond a I'espéranda derée de vié.

MTBF = ["R(t) (1.9)



Physiquement le MTBF peut étre exprimé par le repges temps

sommealestempsdefonctionnenententreles(n) defaillanes
nombred'interventonde maintenane avedmmobilisaion

MTBF = (1.10)

Si A est constant MTBF :)ll (1.12)

Par définition le MTBF est la durée de vie moyednesystéeme.

Exemple : un compresseur industriel a fonctionmépat 8000 heures en service continu avec
5 pannes dont les durées respectives sont : 7882 3,5 et 9 heures. Déterminer son MTBF.

8000 - (7+22+85+35+9)
MTBF = z = 1590 heures

Et si\ est supposé constaht= ﬁ = 6.289.10"* défaillances/heures

La courbe ci-dessous montre I'évolution du tauxdigaillances pour les différentes entités.

()
Adlc

Tempa

Figure 1.3. Courbes caractéristiques du taux de défllance

Les courbes du taux de défaillance, figure I.3.oré méme forme générale dite en baignoire,
mais présentent néanmoins des différences suiaariedhnologie principale du systeme
étudié:

A. en mécanique.
B. en électromécanique.
C. en électronique.

10



|.4 Les différentes phases du cycle de vie d’un pdait :

L’évolution du taux de défaillance d’'un produit plamt toute sa durée de vie est caractérisée
par ce qu’'on appelle en analyse de fiabilité laribelen baignoire Figure 1.4.

Le taux de défaillance est élevé au début de ldwidispositif.

Ensuite, il diminue assez rapidement avec le te(tqpsx de défaillance décroissant), cette
phase de vie est appelée période de jeunesse.

Apres, il se stabilise a une valeur qu’on souhaitesi basse que possible pendant une période
appelée période de vie utile (taux de défaillarmestant).

A la fin, il remonte lorsque l'usure et le vieibisment font sentir leurs effets, c’est la période
de Vieillissement (taux de défaillance croissant):

/1(t)A

Période de Période de

jeunesse vieillissement

Vie utile

Figure 1.4. La courbe en baignoire.

De nombreux éléments, tels que les composantsaiepies, ont un taux de défaillance qui
évolue de cette maniéere la.

Pour souligner la particularité des composants mguas dans I'analyse de la fiabilité par
rapport aux composants mécaniques, nous allonsarempévolution du taux de défaillance
dans les deux cas.

[.4.1 Taux de défaillance pour des composants éleatiques

L’expérience a montré que pour des composantsr@tegties la courbe, représentant le taux
de défaillance en fonction du temps t, a la mérheealjue la courbe en baignoire figure 1.3.
Elle est donc composée de trois phases :

(1) Phase 1

La premiére phase définit la période de jeunessacterisée par une décroissance rapide du
taux de défaillance. Pour un composant électronigette décroissance s’explique par
I'élimination progressive de défauts dus aux pregssde conception ou de fabrication mal

bY

maitrisé ou a un lot de composants mauvais. Céftde peut étre minimisée pour les

11



composants vendus aujourd’hui. En effet, les famtie de composants électroniques se sont
engages a verifier la qualité de leurs produitsaatie de fabrication.

(2) Phase 2

La deuxiéme phase définit la période de vie utémégalement tres longue. Le taux de
défaillance est approximativement constant. Lexcklei la loi exponentielle, dont la propriété
principale est d’étre sans mémoire, est tout astisfaisant. Les pannes sont dites aléatoires,
Leur apparition n'est pas liée a I'dge du composamis a d’autres meécanismes
d’endommagement. Les calculs prévisionnels delii@lse font presque souvent dans cette
Période de vie utile.

(3) Phase 3

La derniére phase est la période de vieillissenadlg,est caractérisée par une augmentation
progressive du taux de défaillance avec l'age dapatiitif. Ceci est expliqué par des
phénomeénes de vieillissement tels que l'usureps$i@n, etc. Cette période est trés nettement
au-dela de la durée de vie réelle d'un composamtrénique. Parfois, on réalise des tests de
vieillissement accélérés pour révéler les diff&senbdes de défaillance des composants.

[.4.2 Taux de défaillance pour des composants médgnes

Les composants mécaniques sont soumis, dés le dédatir vie, au phénomeéne d’usure ou
de vieillissement. Si on trace la courbe du tauxiéfaillance, en fonction du temps, on obtient
une courbe qui ne présente pas le plateau de ueaefigd la période de vie utile (taux de
défaillance constant) n'existe pas ou elle estitédue taux de défaillance du dispositif est
une fonction non linéaire du temps et ceci dangwdghase de sa vie (voir figure 1.5):

ﬂ(t}

h
Rodage Usure

Période de
Mortalité Période de vieillissement
infantile

0 >

t
Figure 1.5. Courbe du taux de défaillance en mécaque.
(1) phase 1 :

La premiére phase définit la période de mortatifaritile. C'est une durée de vie en principe

tres courte Elle décrite par une décroissance pssgre du taux de défaillance avec le temps
dd a une amélioration des caractéristiques intecasactéristigues de défauts) et des

interfaces, par un rodage préalable des piecesdPaequent il n’est pas souhaitable de tester
les composants mécaniques dans cette période madeu

12



(2) phase 2 :

La derniere phase définit la période de vieillissatgui comporte la majorité de la vie du
dispositif. Elle est caractérisée par une augmiemgirogressive du taux de défaillance.

Les piéces mécaniques sont soumises a des phérordenegieillissement multiples qui
peuvent agir en combinaison: corrosion, usure, rdé&ton, fatigue, et finalement perte de
résilience ou fragilisation.

Contrairement aux composants électroniques lesllsatte la fiabilité pour des composants
meécaniques se font essentiellement dans la pédedeillissement, en utilisant des lois de
Probabilité dont le taux de défaillance est forrctdu temps telles que la loi Log-normale,
Weibull, ... etc.

1.4.2.1 Application

On étudie une génératrice suite a son déclasseaperg 16500 heures. Pendant cette période,
la génératrice a cumulée 218 arréts. Les donnéegé&sumeées dans le tableau ci-dessous. On
veut savoir quelle est I'évolution de la fiabilite la génératrice et sa phase d'usure en
fonction des intervalles d’arréts.

heures MTBF Tagx de
défaillance
1000 66.7 0.015
2000 | 100 0.01 courbe de fiabilité de la génératrice
3000 250 0.004 3
4000 | 500 0.002 8
5000 400 0.0025 'E
6000 555.6 0.0018 3
7000 416.7 0.0024 3
8000 526.32 0.0019 X
9000 | 500 0.002 h
10000 |476.2 0.0021
11000 |555.6 0.0018
12000 |512 0,001953125
13000 | 200 0.005
14000 | 111.1 0.009 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
15000 | 100 0.01 heure*1000

Figure 1.6 : Fiabilité de la génératrice et courbesn baignoire

0,016 +

0,014 4

0,012 + Fiabilité de la génératrice

0,010
0,008

0,006

Taux de défaillance

LI B B B B | LI BLE B N L LR LA RNLEN LN EENLEN B
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17
Heure*1000
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On constate que la génératrice commence a se @égéadartir de 12000 heures de
fonctionnement. Le comportement en baignoire dux tde défaillance est signe d'un
fonctionnement plus au moins normal.

1.5 Objectifs et intéréts de la fiabilité en mécamgue

L’'analyse de la fiabilité constitue une phase ipdissable dans toute étude de slreté de
fonctionnement. A I'origine, la fiabilité concerndés systemes a haute technologie (centrales
nucléaires, aérospatial). Aujourd’hui, la fiabil@ét devenue un paramétre clé de la qualité et
d’aide a la décision, dans I'étude de la plupag demposants, produits et processus “grand
public”: Transport, énergie, batiments, composaldstroniques, composants mécaniques....
De nombreux industriels travaillent a I'évaluatien 'amélioration de la fiabilité de leurs
produits au cours de leur cycle de développememtladconception a la mise en service
(conception, fabrication et exploitation) afin dévdlopper leurs connaissances sur le rapport
Codt/Fiabilité et maitriser les sources de défadéa

L’analyse de la fiabilité dans le domaine de la amégue est un outil trés important pour
caractériser le comportement du produit dans [#érdintes phases de vie, mesurer I'impact
des modifications de conception sur l'intégrité mhoduit, qualifier un nouveau produit et

améliorer ses performances tout au long de saanissi

|.6 Evolution des colts en fonction de la fiabilité

Le non fiabilité augmente les codts d’'aprés vegdnties, frais judiciaires). Construire plus
fiable, augmente les codts de conception et deustmoh. Le codt total prend en compte ces
deux contraintes.

A A
Colts

Colt total

Codts conception et

production Colits apres- vente

R
>

Figure 1.7. Courbes d’évolution des colts en fonaih de la fiabilité

14



La fiabilité d’'une machine a tendance a diminuezcale nombre de ses composants ou de
leurs complexités. La maitrise de la fiabilité agatidonc plus délicate.

Une trés haute qualité pour chaque composant, raieet pas nécessairement une grande
fiabilité. Apres assemblage, les interactions efgse composants diminuent la capacité de
'ensemble.

Une grande fiabilité sous certaines conditionsmplique pas une grande fiabilité sous
d’autres conditions (exemple: une huile moteuryddl®ese prévue pour des moteurs moderne
(multisoupapes et turbo) ne convient pas forcémmmir un moteur de conception plus
rudimentaire (tondeuse, moteur usé, voiture aneenn

|.7 Fiabilité d’un systeme

La détermination de la fiabilité d'un systeme dlecique, mécanique ou autre nécessite tout
d’abord de connaitre la loi de la fiabilité (ouldd de défaillance) de chacun des composants
intervenant dans le systeme.

Ceci est simple pour certains types de systemggjtel les systémes électroniques, or ce n'est
pas le cas pour des systemes mécaniques a calseataplexité de la structure du systeme
étudié. Les systemes mécaniques sont des ensed@l@sents technologiques liés par des
relations statiques et dynamiques assez complexes.

Pour un systeme électronique chaque composant goigis important dans la fiabilité du
systeme, la fiabilité du systeme est donc calcuéfanction de la fiabilité de tous ses
composants. Les calculs sont effectués sous I'lngset que les taux de défaillance sont
constants dans le temps, une hypothése acceptalndéapplupart des composants, ce qui rend
les calculs beaucoup plus simple. La déterminatEmtaux de défaillance des composants est
effectuée soit a partir des modeles développés demdases de données disponibles, soit a
partir d’essais effectués sur les composants on dipartir des résultats d’exploitation des
produits.

La fiabilité d’'un systeme mécanique, contrairemetielectronique, repose sur la fiabilité de
quelques composants élémentaires responsablesnddysfmnctionnement, dits composants
“responsables “ou “critiques” (parfois un seul).

[.7.1 Fiabilité de systeme constitué de plusieur®mposants

* En série
La fiabilité Ry d’'un ensemble de n constituants connectés en egtiégale au produit des
fiabilités respectives R R, Rc, Rn de chaque composant.
Rs= Ra * Rg * Rc *...*R,
Si les ‘n” composants sont identiques avec une méme fi@Bilia formule sera la suivante :

R(s) =R,

A B C n .
Ra Aa Rs 4B Re Ac Rn An Sortie

Entrée—|

Figure 1.8. Composants en série.

15



Si les taux de défaillances sont constants au ahutemps la fiabilité sera calculée suivant la
formule:

R(s) =¢ 24 )* (e~ ?85)* (et ... (e™) (1.12)

A :
vee MTBF(s) = L (1.13)
Ay +Ag + A+ + A,

Si en plus, les composants sont identiqligs:Ag =Ac = ..... =hn
Alors:
_ 1
R(s)= (e *f) et MTBF= .14
()= (7t — (.14

Exemple 1:

Soit un poste de radio constitué de quatre comp®gamnectés en série, une alimentation
Ra=0.95, une partie récepteurg®.92 ; un amplificateur &0.97 et haut parleurgR 0.89 ;
déterminer la fiabilité Rde I'appareil.

Rs= Ra. Rs .Rc. Rp=0.95x 0.92x0.97x0.89=0.7545 (soit une fiabilig#6% environ)
Exemple 2 :

Soit une imprimante constituée de 2000 composant#es en série supposés tous de méme
fiabilité, tres élevée R=0.9999, Déterminer Idilieé de I'appareil.

R(s)= R" = 0.99992°%0 = (.8187 (soit une fiabilité de 82 % environ

Si on divise par deux le nombre des composants

R(s)= R™ = 0.99991%90 = (.9048 (environ 90.5%)

Si on souhaite avoir une fiabilité de 90 % pounsemble des 2000 composants montés en
série, déterminons la fiabilité que doit avoir cragomposant

RS= 0.9000 = R2000

Expression que I'on peut écrire, a partir desHtibigges népériens sous la forme

LnRg = Ln0.9 = 2000.InR D’ou R=0.999945

Exemple 3 :

Une machine de production dont la durée totalefodetionnement est de 1500 heures, se
compose de quatre sous-systemes A, B, C et D sent&érie et ayant les MTBF respectifs
suivants : MTBFA = 4500 heures MTBFB= 32@fures MTBFC= 6000 heures
MTBFD= 10500 heures. Déterminons les taux de paehlesMTBF global (MTBFS)

a) Taux de pannes de I'ensemble

1

Ay = MTBE, = 2500 = 0.000222 défaillance par heure = 0.222 pour 1000 heures
1 .

Ag = MTBF, = 3200 " 0.000313 défaillance par heure = 0.313 pour 1000 heures
1

Ac = MTBF, = 6000 = 0.000167 défaillance par heure = 0.167 pour 1000 heures
1 1 o

Ap = 0.000095déf aillance par heure = 0.095 pour 1000 heures

~ MTBF, 10500
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Le taux de défaillance global = A,.45.4¢.1p = 0.000797 (par heure)
La fiabilité globale s’écrit Rg = 0000797t = £=0.000797.(1500) — (), 303 (30.3%)
Remarque :

Si on divise par deux la durée de fonctionnemenadeachine (750 heures)
Rs(750) = ¢—0.000797.t — e—0.000797.(750) =0.550 (55%)

b) la MTBF de I'ensemble

MTBFS=1= L = 1255 heures, Soit un temps de 1255 heures entre deux
As 0.000167
défaillances

c) Quelle est la probabilité que le systéeme parviesams pannes jusqu'a 5000 heures
Rs(5000) = 0000797t — £=0.000797.(5000) — ) 0186 (environ 2 %)

En paralléle

La fiabilité d’'un systeme peut étre augmentée exxait les composants en paralléle. Un
dispositif constitué den composants en paralléle ne peut tomber en paneesiglesn
composants tombent en panne au méme moment.

Si F; est la probabilité de panne d'un composant, lailii@ associéeR; est son
complémentaire:

E1-R (1.15)

Fi représentant la fiabilité associée.

Entrée | __ Sortie

-

Figure 1.9. Composants en parallele.

n

Soit les “n” composants de la figure ci-dessous t@®en parallele. Si la probabilité de panne
pour chague composant repéré (i) est notée Fi:alors

R(s) = 1-(1-R) (1.16)

Le cas particulier de deux dispositifs en paralébleest constant &est obtenu par :
Rs=1—(1—Ry).(1—Rg) = Ry + Ry — Ry. Ry = e 4t 4 g8t — g=(Aat2n)t
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Exemple :
Trois dispositifs A, B et C de méme fiabilita RRg= Rc=0.75 sont connectés en paralléle

a) Déterminons la fiabilité la fiabilité de 'ensemble
R =1-(1-0,75)% = 0,984
Si on réduit le nombre des composants a deux
Rs =1—-(1-0,75)2 = 0,9375
Si on met quatre dispositifs en paralléle
Rs=1—-(1-0,75)* = 0,9961

b) Quel nombre de diapositif en paralléele faudramtéttre pour avoir une fiabilité globale
de 0,999 (99,9%)
Rs=0999=1-(1-0,75)"=1—(0,25)"
Dol (0,25)" = 1 — 0,999 = 0,001
En utilisant les logarithmes népériens
nlLn(0,25) = Ln(0.001)
n(—1,386) = (—6,908)
n = 4,983
Ce qui implique d’avoir au moins cing dispositifs garallele

c) Si on souhaite avoir une fiabilité globale de 999¢atrois dispositifs seulement en
paralléle, quelle devrait étre la fiabilitéd@ chacun de ces dispositifs:
Rs =0,999 =1 — (1 —R)3
D’ou
(1—R)®=1-0.999 = 0.010
En utilisant les logarithmes népériens

d) 3Ln(1 —R) = Ln(0.010)
3Ln(1 —R) = (—4,605)
Ln(1—-R) = (—1,535)
(1—R) = 0.2154

soit R = 0,7846 (Soit une fiabilité minimale de 78,46%)

[.7.2. Cas des systemes connectés en paralléleistah attente

1.7.2.1 Cas de deux composants en attente

Pour le systeme proposeé, le composant A est eiceawtif et le composant B en attente. Si
B tombe a tour en panne, il est automatiquemenpliasé par C, etc.
Si tous les composant sont identique a@veonstant, la fiabilité du dispositif est donnée pa

R(t) = e ™™+ Ate ™™ = X

Si A et B ne sont pas identiques la relation devien

1.7.2.2 Cas de n composants en attente

Méme démarche que précédemment, si A le compastihttombe en panne, il est remplacé
par B. Si B tombe a son tour en panne, il estraatmuement remplacé par C, etc. Si tous les
composants sont identiques aksmonstant, la fiabilité du dispositif est donnée pa
_ _at (At)? @ann
R(t)—e [1+At+T+"'+T]

Exemple avec trois composants identiques en attente
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1.7.2.3 Cas ou m composants sur les n sont nécessaau succes du systeme

Si on suppose que le systéme se compose de n sanmpd, tous de méme fiabilité R, et
gu’il doit y avoir au moins deux composants en dtat fonctionnement, la fiabilité de
I'ensemble est donnée par la relation

! . s
Rs = Slm (g R =R

il(n—i)!

Exemple 1 :

Cas avec trois composants K avec un minimumdelex composants actifs sur les trois
disponibles au départ. On tolere que le systemdédi@llance d’'un seul composant sur les
trois. Il doit y avoir au moins deux composants fenctionnement ou en activité pour
accomplir la mission, la relation précédente doawer n=3 et m=2

Ry = R3®*+3R?(1—R) =3R?*—-2R3
Exemple 2 :

Cas avec quatre composants K en paralléle avesinimum de deux composants actifs sur
les quatre composants disponible au départ. Qhtpkrer que le systeme de défaillance de
deux composants sur les quatre. Il doit y avoimains deux composants en fonctionnement
ou en activité pour accomplir la mission, la relatprécédente donne avec n=4 et m=2

Ry = R*+4R3(1—R) + 6R?(1—R)? = 3R* — 8R3 + 6R?

1.7.3 Combinaison de composants en série et en plieke
C’est la combinaison des deux sous-paragraphesqeats

Exemple :

La fiabilité des trois composants identiques At est de 0.65, celle de D de 0,96 ; celle de
E 0, 92 celle de G 0, 87 celle de F de 0,89 & cel H de 1 (100%)
La fiabilité globale R est exprimée ici par

R¢ = [1—(1-0.65)3].[0.96].[1 — (1 — 0,92.0,87)(1 — 0,89.1] = 0,957.0,96.0,978 =
0,8986 (environ 90%)

Exemple 1 (sur le taux de défaillance définit au paragrapBBd'éxpression 1.8.)

Huit composants identiques testés sur une duré&d@deures dans les mémes conditions. Le
premier composant tombe en panne, de maniere liaiéiea apres 65 h de fonctionnement, le
deuxieme apres 115 h, le troisiéme aprés 135 brnigosant quatre apres 340 h, le composant
5 aprés 535 h, les trois autres composants comtirmiéefonctionner normalement

5
A= G5 T 115+ 135 13417535 + 550 1 550 7 550 _ 2840

= 0.00171 = 1,71 3pannes/heure

Exemple 2 :

Considérant une machine automatisée fonctionnarttgrg un cycle opératoire de 155 heures.
Pendant cette période le systéme subit 5 défadlacdes moments différents, suivies d’'une
réparation puis d’'une remise en activité. Les dumréspectives des défaillances sont: 2,5h ;
8,3h;3,7;1,8et7,5h

5
}\ = =
155-(2,5+83+37+18+75) 131,2

= 0.0381
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|.7.4 La loi de survie

Soit un groupe de 300 matériels identiques, usilde la méme maniere et mis en service a la
méme date.

Notons :

N(t) : nombre de survivants a la datéon fait le compteg
des éléments encore en service)

A N(t) : mortalité absolua la fin de la période (nombre
d’élément défaillants aprés le dernier inventaire)

N(0) : nombre de matériel mis en service a la dafd
s’agit ici de 300)

R(t) : Fréquence relative de survivants probabilité| de N(t)
survie (c’est la proportion des éléments encorseswice R(t) = _N(O)
par rapport au nombre initial, peut s’exprimer en %

F(t) . Probabilité d'observer une défaillance avaft'est| F(t) = 1 — R(t)
le complément de R(})

f(t) : Proportion des défaillants dans l'intervalle [(t:1] AN(t) N(t—1)—N(t)
(c’est la proportion d’éléments défaillant dep@siernier f® = NO) N(O

. : 1S (0) (0)
inventaire par rapport aotal initial )

Z(t) : Taux de défaillance(ou taux d'avarie); c'est|la N(t—1) —N(¢t)
proportion d’éléments défaillants depuis le dernié(t) = N(t—1)

inventaire par rapport au totalécédent

Calcul des parametres de fiabilité

Période| Survivants Mortalité Mortalité | Probabilité| Taux de défaillance
t absolue relative de survie| ou d’avarie
k N(t) A N() f(t) R(t) Z(t)

0 300 0 0,000 1,00 0,000

1 260 40 0,133 0,867 0,133

2 235 25 0,083 0,783 0,096

3 205 30 0,100 0,683 0,128

4 160 45 0,150 0,533 0,220

5 115 45 0,150 0,383 0,281

6 75 40 0,133 0,250 0,348

7 40 35 0,117 0,133 0,467

8 15 25 0,083 0,050 0,625

9 0 15 0,050 0,000 1,000

Représentation graphique
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
périodes

Dans la troisieme colonne du tableau de la pagedsst, on remarque que 40 matériels au
terme d’une période, 25 au terme d&8°période puis...
La MTBF peut donc s’écrire :

MTBF = [(40.1) + 25.2) + (30.3)+(45.4)+(45.5)+(40.6)+(35.7)+(25.8)+(15.9)][/300
MTBF=4,68 périodes

Remarque :

Ytf(t) =4,68 ) R(t) =4,68

Donc: MTBF = ﬁ YPELAN(E) = X2t F(t) = TP R(E)

Posons le rapport%:
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N(t-1)-N(t)
f@® _ " No  _ NE-1-N@)

R(t) % - N(©)

On peut déduire queZ(t) = %

1.8 La relation entre la fiabilité et la maintenarnce :

Tous les équipements d'une installation industriedont soumis a des meécanismes de
dégradation dus aux conditions de fonctionnemefouet’environnement usure, fatigue
vieillissement Face aux défaillances qui en résultent, on peutositenter de pratiquer une
maintenance corrective mais on n’évite pas ainsi les conséquences desepague l'on
subit. Une attitude plus défensive consiste a medtr ceuvre unmaintenance préventive
destinée a limiter, voire a empécher, ces défailanmais on court alors le risque de dépenses
excessives et d’indisponibilités inutiles.

Devant cette situation, le responsable de maintenaa doit plus se contenter de surveiller et
de réparer, il doit envisager des stratégies. Ume ghe son travail consiste a prévoir les
événements et a évaluer les différentes alterrsatjue s’offrent a lui pour trouver la solution
optimale, ou tout au moins pour s’en rapproches ogces dont il dispose, limitées par ses
moyens techniques et financiers, doivent étre paeéx bons endroits.

C’est dans ce contexte que la maintenance s’eSedt® méthodes qui considéerent a la fois, et
plus ou moins, la technique et l'organisation. liedustries de processus ont générale
appliguée des démarches alliant une évaluation rikzgies, une analyse du retour
d’expérience, et une logique de sélection de taceesnaintenance. L'Optimisation de la
Maintenance par la Fiabilité (OMF).

[.8.1 Principales liaisons fiabilité —maintenance

Les principales hypotheses retenues :

* Nous remarquons tout d'abord que les études ddititabt de maintenance sont
faites en parallele a différents stades (étsdatieent du projet, fabrication,
réception, transport, exploitation et renouvellethess études étant établies d’'un
point de vue a la fois technique et économique.

* Les opérations de maintenance, quelque soit leegeonsidéré, sont liées au
caractére aléatoire de la durée de vie de I'élémepéar suite, aux caractéristiques
de fiabilité de I'élément : fonction de fiabilitdTBF, taux de défaillance a
l'instant t,... etc.

» La fréquence des opérations de maintenance caeeesit fonction des taux de
panne ou risques de panne De plus, nous pouvoesqgdie la maintenance
corrective, faisant diminuer le taux de panne, arela fiabilité.

» Considérons le probleme suivant : dans une ens&pon se fixe un nombre N (t)
d’équipements identiques qu’on veut maintenir anise a chaque instant; on se
demande alors comment réaliser cet objectif ? Gadeefiabilité, on peut donner
une réponse a cette question. Dans le cas pagtiaili:

N(t) = Ny = C* et A(t) =Cte (1.17)
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* Le nombre d’équipements a remplacer, depuis I'mstéro jusqu’a a l'instarét

* Intéressons-nous a un é€lément mis en fonctionnenderitinstant zéro et
demandons-nous combien peut-il y avoir de renoenedhts dans l'intervalle de
temps (0, t) ? Evidemment, cette question est sgrmse stricte ; mais, lorsqu’on
connait la fiabilité de I'élément on peut calcukemprobabilité pour qu'il y ait ou
bien 1 ou bien 2 ou bien 3,..., renouvellements. &ut @ussi calculer le nombre
moyen de renouvellement dans (0, t). Dans le ce&cplier ou le taux de panne
est constant, le nombre de renouvellements dart} €8 distribué selon la loi de
Poisson.

» Les opérations de maintenance préventive sont ecta#ir lorsque la fonction
risque de panne est croissante, les époques deivedlement sont alors
déterminées a partir des caractéristiques deifi@albiés éléments considérés.

Lorsque le taux de panne est constant, il est avige'il ne faut pas faire de renouvellement
préventif. La figure de la courbe en baignoireamiés explique les différente causes et
remedes de défaillances liées aux trois phases digrée de vie du matériel.

A(r)

Temps

Causes Causes Causes

= Défauts de fabrication = Erndronnement = Fatigue

= Conmirole de la qualié o Charges excessives = Codrosion

- Cnm’!ep!lol\ & Erme Humairns - .llgl’;:

= Assamblagpe - I:al;lslrnphe-s Aatureliog = Frotlarmsent

= Contamination = Evénemants aléatoires = Charges cychques
Remédes Remddes Remédes

= Tests de validaton = Redondance = Réduction du taux de panne

= rificaticn = Amélioration de ka résistance = blgntenance préventive

= Contrdle de la guaing = Famplacemant prévantif

Figure 1.10. Evolution du taux de défaillance.

1.8.2 Rodle de La maintenance préventive constitue

On examine les effets de la maintenance prévestivéa fiabilité d’un systéme ou un
composant.

1.8.2.1 Maintenance idéale:

Elle permet la réalisation de deux taches priregpa
* Le systéme (composant) est rétabli dans unaatasi bon que le neuf.
* Il n'y a pas d’erreurs commises lorsque la n&iahce préventive est exécutée

R(t) = fiabilité du systeme
t = temps d’opération
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Rm(t) = fiabilité du systéme maintenu
T = temps auquel on effectue la maintenance

0<t<Tw®R,, =R(T)
La maintenance n’a aucun effet sur la fiabilitésgiateme entre [0 et T]
Au temps T, on effectue la maintenance. Le systeneent aussi bon que neuf.

Effet de la maintenance idéale sur la fiabilitereprésenté sur la figure suivante :

In R(t)

Aty

i

Acticns de mainisnances

Tomps

Figure 1.11 Effet de la maintenance sur la fiabilié

La prolongation de la durée de vie d’un matériepaet se faire que par des actions de
maintenance. La figure 1.11 schématise ces actions
la maintenance peut:
1. diminuer la fiabilité (erreur humaines dues adimention)
2. n'avoir aucun effet (aucun mécanisme de vieillissgimraucun phénomene d'usure)
3. améliorer la fiabilité (présence de mécanisme d#ligsement, de phénomene d'usure)
La maintenance idéale est la probabilité que l&gys survive au temps t
T<t<2T © R,(t)=R().R(t-T)
Apres 2 opérations de maintenance <XI< 3T
R,,(t) = R(T)2.R(t — 2T)

Aprés N opérations de maintenance :
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NT<t<(N+1T = R,, =R (T)".R(t—-NT)

En maintenance idéale la MTTF se calcul par I'eggian :
o0 X F(N+T)

MTTF =f R, (t)dt = Zf R,,(t)dt
0 N=

0 NT

o)

(N+T)
= Z R(ON.R(t — NT)dt
N

=0 /NT

Pour t'=T - NT

o0 _ T -
MTTF = ZR(t)N. f R(t)'dt’
N=0 L0 .

[o¢] _ T -
MTTF = ZR(t)N. f R(t)'dt’
N=0 -0 :

- 1
z R(T)" = e = sériealinfini
n=0
= MTTF = M
1-R(T)

Effet de la maintenance sur la fiabilité Pagconstant. (Panne aléatoire, distribution
exponentielle)

Rm(t) — (e—lT)N. (e—)lT)(t—NT) = e At

R, (t) = e

Ceci implique que la maintenance n’a aucun effetasfiabilité du systéme dans le das
constant !!

Si on considere I'effet de vieillissement qu’on pewdéliser par la loi de Weibull a deux
parametres pour la simplification

Rty = e (@)

R,(0) = e NG () . NT<t<(N+DT
Pourt = NT: ‘m® _ e""@m*(g)m
R(NT)

At apres une maintenance préventive =0

Il'y a un gain a faire de la maintenance préventsque’exposantm > O:
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ou (%)m >N (g)m B N™1>0

= Sim>1:Faire la maintenance préventive (MP a un effeitifos

= Si m=1: Distribution exponentielle (MP n’a pas d’effet darfiabilité)

= Sim <1:MP diminue la fiabilité (dans la période de rodpge exemple)
Exemple :

Un compresseur a été congu pour une durée de vieates d’opération (Td =5 ans). Les
observations ont démontré qu'il y a deux fagorig tpmbe en panne :

1) La défaillance d’'un roulement a billes soumisen& distribution Weibulb =7.5 ans et
m=2.5

2) La défaillance qui inclut toutes les autres esusvec un taux de défaillance constarit de
0=0.013/an

* Trouver:

A) La fiabilité si aucune maintenance préventitesnréalise pour la période de 5 ans
B) Si la fiabilité exigée pour 5 ans est de 0.9ek¢ est atteinte par le remplacement
périodique du roulement, quelle est la fréquereceethplacement?

Solution

Roulement a billes : Weibull 6=7.5 ans et m=2.5
Ry(®) = @)

Autres 1, =0,0113/an

Ro(t) = et

a) La fiabilité du systeme sans maintenance préveliir) est :

2,5

5
R(5 ans) = Ry(5ans).R,(5ans) = e‘°’°13'5.e_(ﬁ)
R(5 ans) = 0,5619

Ro(Ty) = exp(—0,013.5) = 0,9371

R,(Ty) = exp [— (%)m] = exp [— (%)25] = 0,6957

b) Augmenter la fiabilité a 0.9, déterminer la fréqoede remplacement

Tg\™
T = S‘le = T;V—d Rim(5ans) = e_N(m)

R(Ty) : fiabilité du systeme
Rin(Tq)-Ro(Tg) = 0,9
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09 09
Ry(T;) 09371

RM(Td) =

On divise la période en N intervalles égaux

T

T:§DQ=1N
3 ™

Ry (T,) = exp _—N (6) l = exp [—N (m
[ 5 2,5

Ry(Ty) = exp|—N (ﬁ) > 0,9604
- 5, 2,5

RM(Td) = exp —-N (m) > 0,9604

Avec :

Td m 5 2,5
(?> :<ﬁ> = 0,36289

Ry (T,) = exp[—0,36289. N~15] = 0,9604

ln[—ln (0,9604)

N = exp {—

1,5

Donc l'intervalle de remplacement est

r=2_2_,
N5

Fiabilité atteinte

Ry(T;) = exp(—0,013.5) = 0,9371

Ry (T,;) = exp I—N (g)ml = exp

R(T;) = 0,9371.09681 = 0,9072 > 0,9

M}zmzwms Ou: N= [—
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R,y (T2) = 0,9604

Sl

0,36289
In (0,9604

]2/3 = 4,325

1 2,5
_s (—) > 0,9681
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Chapitre 1l : lois de Fiabilité

[1.1 Introduction

Il est toujours possible d'associer a une variabdatoire une probabilité et définir ainsi une
loi de probabilité. Lorsque le nombre dépreuvegraente indéfiniment, les fréquences
observées pour le phénoméne étudié tendent vepsdbabilités et les distributions observées
vers les distributions de probabilité ou loi del@bilité. Une loi de probabilité est un modele
représentant "au mieux", une distribution de frégas d'une variable aléatoire.

I1.2 Les lois de probabilité utilisées en fiabilité

On distingue deux types

e |Lois discrétes
* Lois continues

I1.2.1. Lois discréetes

Une loi est dite discréte si elle prend ses valieunsN c’est a dire des valeurs entieres comme
par exemple celle qui compte le nombre de pannes.
Parmi les lois discrétes on peut citer :

Loi Uniforme

Loi de Bernoulli

Loi Binomiale

Loi Binomiale négative
Loi Géométrique

Loi Hypergéométrique
Loi de Poisson

NoahkwhpE

[1.2.1.1 Loi uniforme
Une distribution de probabilité suit une loi unifug lorsque toutes les valeurs prises par la
variable aléatoire sont équiprobables. Si n estolmbre de valeurs différentes prises par la
variable aléatoire. La fonction de fiabilité esfid& par I'expression suivante :
1
P(X=x)="> (1.1)
Avec les parametres de signification

n : est le nombre de valeurs différentes prisedgpaariable aléatoire.
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11.2.1.2 distribution binomiale ou la loi de Bernaulli

Soit un univers constitué de deux éventualigpour succes €t pour échec =E, S} sur
lequel on construit une variable aléatoire disgrét@ombre de succés » telle que au cours
d’'une épreuve :

Si (S) est réalisé, X =1
- Si (E) est realisé, X =0

L’expression de la fonction de fiabilité s’écrit :

P(X=0)=q
(P+a=1)

11.2.1.3 Loi binomiale

Décrite pour la premiere fois par Isaac Newton @n6let démontrée pour la premiere fois par
le mathématicien suisse Jacob Bernoulli en 17118j lsinomiale est I'une des distributions de
probabilité les plus frequemment rencontrées disttpe appliquée.

Soit p la probabilité de réalisation d’'un événemeinti=1-p la probabilité de réalisation de
I’événement complémentaire lors d’'un essai. Si t@alise n fois I'expérience, la probabilité
d’avoir exactement k fois I'événement est donnédaboi binomiale :

p(k/n; p) = Cip*q™* (1.3)
k!
k= oo (11.3.1)

Avec les parametres de signification

e (n>0) :Nombre dépreuves
e (0<p<1): probabilité de succes

etgq=1-p
la fonction de répartition (probabilité d’avoir plus k événements) est :

k
F(k) = Z Cip'q™™
i=0

» Exemple d’application
Si une piece a une probabilité de réalisation p3i8r une mission donnée, la
probabilité d’avoir exactement k=3 piéces bonnesislgroupe de n=5 sera :

P(3/5; 0,9) = €3(0,9)3(0,1)2 = 0,0729
La probabilité d’avoir au moins k=3 pieces bonras s
5
Z C(0,9)!(0,1)57F = 0,99144

i=3
Les valeurs caractéristiques de la distributioroiiiale sont
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- Moyenne u =np
- variance o? = npq
- écart type o,/npq

- estimateurp = k/n (k nombre d’événement observés sur n expériences)
- limites de confiance bilatérales de p, au niveaoaldiance la

ok [1 K k
n>30 ;iua/z ;;(1—;)

Exemple : a la fin d’un essai de fiabilité portant sur n=3tl6ces on a trouvé k=180 pieces
bonnes. Estimer la fiabilité de ces piéces.
- 180

R:Az —:()19
P= %00

Pour un niveau de confiancaxl= 90% on a
Uy2=1,96, les limites de confiance bilatérales dedhilité sont donc :

Ryyim = 0,9 — 1,96 /i. 0,9.0,1=0,858
200
Riax = 0,9 + 1,96 /% 0,9.0,1=0,941

[1.2.1.4 La loi binomiale négative

La loi binomiale négative est la loi de probabiti la variable aléatoire X qui comptabilise le
nombre d'échecs nécessaires avant obtention deagssusachant que la probabilité d'un
succes egt [20]

Sa fonction de probabilité est :
P(X = k) = f(k,n,p) = C¥*"p"gX (11.4)
La loi binomiale négative peut aussi s’écrire sau®rme

f(k,n,p) = C;"p"(—)X (1.4.1)
Ou C, " est un coefficient binomial appliqué a un entiegaté et est défini par :

(—n)(=n—1)-(-n—k+1)

. ap)

Cette expression justifie le nom de loi binomiadgative donnée a cette loi de probabilité.

Ci" =

[1.2.1.5 Loi géométrique

La loi géométrique est une loi de probabilité apsmant dans de nombreuses applications. La
loi géométrique de paramepd0 <p < 1) correspond au modéle suivant :

On considére une épreuve de Bernoulli dont la ghitibiade succes egtet celle d'échec
g=1-p.

On renouvelle cette épreuve de maniéere indépengiasde’au premier succes. On appelle X
la variable aléatoire donnant le rang du premiece&s.
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Les valeurs de X sont les entiers naturels nonhuss 3, ...
La probabilité que X Kk est alors, pouk =1, 2, 3, ...
Sa fonction de probabilité est

K =d'p (I1.5)
[1.2.1.6 Loi hypergéométrique

Une loi hypergéométrique de parametngg etA correspond au modéle suivant:

On tire simultanémemn boules dans une urne contenpitboules gagnantes gk boules
perdantes (aveq = 1 - p). On compte alors le nombre de boules gagnanteaites et on
appelle X la variable aléatoire donnant le nombre de boglgnantes. Sa  fonction de
probabilité:

L'univers X (Q2) est I'ensemble des entiers de @.d.a variable aléatoire suit une loi de
probabilité définie par
CEACHA"

P(k) = 2294 (1.6)

Ca
11.2.1.7. Loi de Poisson

Une variable aléatoire suit une loi de « Poisson » si elle peut pretekesaleurs entiéres 0,
1, 2, 3....n. La probabilité pour que soit égal & est :

-2 An

n! 0

A : paramétre de la loi (constante positive).

P(x=n)=e

11.2.1.7.1 Relation de Poisson

La probabilité pour qu'un événement se produised&aitant plus vraie que la population
concernée est grande et le nombre d’événementt. pPati conséquence la loi de Poisson
servira a étudier les phénomenes rares, tels guectddents, pannes, défauts de fabrication ou
la probabilité p est trés faible (p < 0.05). Hikeut également dans certaines conditions étre
définie comme limite d’une loi binomiale.

La probabilité de constater un certain nombreateps If) dans le tempg)(et seulementn|
pannes est :

P(x=n)=e ML (11.7.1)
v' L'espérance mathématique esfit
v' Lavariance = At
v’ L'écart type o=Vt

» Exemple d’application 1

Calculer la probabilité de constater de 1 a 15 parpendant le temps t (t= une année de
fonctionnement = 24/jours/an) est seulement n paeaehant que la MTBF est de 41.2 jours.

L = =0.0243
MTBF 41.2

Le taux d’avarie est
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1=0.0243, t=240 etn =valeursde 1 a 15

0.18

0 16 _. — le nombre de pannes le plus

favorable est 5 ou 6

0.14
0.121
- 0.10
£ 0.08]
% 0.06]
0.04
0.02

0-00- T T T T T T T T T T T T
01234567 8 9101112131415

nombre de pannes (n)

Figure Il. 1. Nombre de pannes

Le nombre de panne le plus probable est 5 ou @uyeenous savons déja puisque le taux de
panne est constant et qu’il a une panne tous le@uw$ moyens). On peut dire avec une
certitude de 80 % que le nombre de panne se siemra 3et 8. On voit clairement la
tendance de la courbe vers une valeur asymptotjgaad le nombre de pannes devient tres
grand. On voit que pour une défaillance, c'estr@jdour une panne et une seule de 0 atla
probabilité devient :

P(1,t) = Ate 2

Une fois connu le nombre de pannes le plus probaliepeut chercher la probabilité P
d’avoir N pannes et pas plus. Cette probabilitdeesbomme des P précédentes pour les valeurs
de n< N, nous avons :

N

-t n
P(N' t) = Z ﬂ

n!
n=0

» Exemple d’application 2

Un dispositif a un taux de défaillance=0,0005 pannes/ h. Sur une durée de

fonctionnement cumulée =1 000 h, quelle est lagbdivée d’observern = 2 défaillances ?
2

P< 1000) _ 0 o5 0,0758
0,0005’ ¢ Ty

Quelle est la probabilité d’observer plus de degfaitlances ? Trois et quatre ? La fonction
de défaillance s’écrit :

n .
At)!
F(n) = Z( .') oAt
prd L.
On aura donc :
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2

0,0005 * 1000¢t)!
F(Z) = Z( T ) e—0,0005*1000 — 0,9856

i=0

3 ,

Z 0,0005 = 1000t)*

F(3) — ( T ) e—0,000S*lOOO — 0,9981
i=0 '

4

0,0005 * 1000t)!
F(4) — Z( i' ) e—0,0005*1000 — 0,99967

i=0
» Exemple d’application 3

Un dispositif mécanique a un taux de défaillans®,00006 pannes/ h. Sur une durée de
fonctionnement cumulée =2 000 h, quelle est lagbdivé d’observern = 4 défaillances ?

—0,00006%2000 _ () 99994

= (0,00006 * 2000t).
F(4) = Z . e

1=0
Si on considere un taux de défaillanke0,000001, quelle serai la probabilité d’observet n

(on fait diminuer le taux de défaillance pour dgst&mes trés fiables) afin de voir l'influence
de cette fiabilité sur le nombre de défaillance.

(0,000001 * 2000t)*
- e

- —0,000001+2000 — () 999991

F(4) =

1

4
=0

P est la probabilité cumulée de pannes entre®tetips t.

11.2.2 Les lois continues

La loi du Khi deux
La loi de Birnbaum-Saunders
La loi Gamma

Loi Inverse Gamma
La loi logistique

La loi log-logistique
La Loi de Cauchy
La loi de Student

. Laloi Béta

10.La loi exponentielle
11.La loi de Fisher
12.La Loi normal
13.La loi Log normale
14.La loi de Welibull

©CoNorwNE

11.2.2.1 La loi de Pearson ou loi de %(Khi deux)

La loi Khi-deux, ou loi de Pearson, ne sert pas addfiser directement la fiabilité, mais
essentiellement au calcul des limites de confidloce des estimations par intervalle de
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confiance. Elle est caractérisée par un parameisdifpo appelé degrés de liberté et définie
que pour des valeurs positives.

Sa fonction de probabilité :

Pr(x? < a) = z;
2

21(3)

11.2.2.2 La loi de Birnbaum-Saunders

n t
Jy tz te2dt (11.8)

Pour caractériser des défaillances dues a la patipagde fissure par fatigue, Birnbaum et
Saunders (1969) ont proposé une distribution dbasge sur deux parametres.
Cette distribution, pour une variable aléatoire négative t, est obtenue en tenant compte des
caractéristiques de base du processus de fatigueariable aléatoire t, représente les instants
de défaillance.
1 t?-p2 1 (¢t
f(t)=2ma2ﬁt2- lﬁ l-exp[—ﬁ(g+€—2)] (11.9)

G-

11.2.2.3 La loi Gamma

La loi gamma est la loi de I'instant d’occurrenae «f™ événement dans un processus de
Poisson.

Soit {T} le vecteur représentant les durées int&gn&ments (les temps entre les défaillances
successives d’'un systeme). Si ces durées sont alégbles aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées selon une loi expondetigd paramétr@, alors le temps cumulé
d’apparition de ces défaillances suit une loi Gammeaparameétrea( B). Sa densité de
probabilité s’écrit:
Sa fonction de densité de probabilité est :
ﬁa_ta—l_e—ﬁt
f@O) =—FF—

) t=0,a=1letf =0 (11.20)

[1.2.2.4 Loiinverse gamma

Dans la Théorie des probabilités et en Statistigledlistribution inverse-gamma est une
famille de lois de probabilité continues a deuxapagtres sur la demi-droite des réels positifs.
Il s'agit de l'inverse d'une variable aléatoirdrtbsiée selon une Distribution Gamma.

Sa fonction caractéristiquest :

P(x) = %X—a—le(y‘g) (I1.11)

Avec les parametres de signification

e o>0:parameétre de forme
* B >0: parametre d'échelle

11.2.2.5 La Loi logistique

La loi logistique de paraméteet s > 0 est une loi de probabilité dont la dénst :
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XK

Fx) =——— (1.12)

s(1+e'T)

Sa fonction de répartition est:
1

F(x) = —= (I1.12.1)

1+e s

Son nom de loi logistique est issu du fait que @action de répartition est une fonction
logistique.

[1.2.2.6 La loi log-logistique

Dans la théorie des probabilités et en statistigadsi log-logistique (connue aussi comme la
distribution de Fisk en économie) est une loi debpbilité continue pour une variable
aléatoire non-négative. Elle est utilisée dansidétde la durée de vie d'événement dont
I'intensité augmente d'abord pour ensuite décraityenme par exemple pour la mortalité da
au cancer apres diagnostique ou traitement. Hlaussi utilisée en hydrologie pour modéliser
le débit d'un cours d'eau ou le niveau des prétipits, et en économie pour modéliser
l'inégalité des revenus.

La loi log-logistique est la loi d'une variable @tiéire dont le logarithme est distribué selon
une Loi logistique. Elle ressemble beaucoup aildolpnormale, mais s'en distingue par des
queues plus épaisses. Par ailleurs, sa fonctioemhetition admet une expression explicite,
contrairement a la log-normale

Sa fonction de répartition est :

F(x;a,p) =

_r
1+(x/a)~B
_ (x/a)F
T 1+ (x/)B
T aB+xB

(1.13)
Avec les parametres de signification

e Le paramétrax >0 est un parametre d'échelle et joue aussi le lenéldiane de la
distribution.
* Le parametr@ >0 est un paramétre de forme.

La distribution est uni modale lorsgfie> 1 et sa dispersion décroit lorseii@augmente.
[1.2.2.7 La Loi de Cauchy

La loi de Cauchy, appelée aussi loi de Lorentzugstloi de probabilité classique qui doit son
nom au mathématicien Augustin Louis Cauchy.

Une variable aléatoirX suit une loi de Cauchy si elle admet une derfsitgar rapport a la
mesure de Lebesgue, dépendant des deux paramgttes (a > 0) et définie par :

Sa fonction de probabilité est

f(xl xOl a) =

1
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« ] (11.14)

1
T [(x—x0)2+a2
Avec les parametres de signification

e Xp: Paramétre de location.
e a . Parameétre d'échelle.

Le quotient de deux variables aléatoires réelle®pendantes suivant des lois normales
standard suit une loi de Cauchy.

La loi de Cauchy n‘admet aucun moment (donc ni mogeani variance, entre autre).
[1.2.2.8 La loi de Student

La loi de Student est une loi de probabilité, faisatervenir le quotient entre une variable
suivant une loi normale centrée réduite et la mcarrée d'une variable distribuée suivant la
loi du 2.

Soit Z une variable aléatoire de loi normale centrée éeluite et soitU une variable
indépendante d& et distribuée suivant la loi dyf a k degrés de liberté. Par définition la
variable suit une loi de Studenkaegrés de liberté.

_ Z
T=7> (11.15)

11.2.2.9 La loi Béta

La loi béta est une famille de lois de probabilitésitinues, définies sur [0,1], paramétrer par
deux parametres de forme, typiquement natésp. C'est un cas spécial de la distribution de
Dirichlet, avec seulement deux paramétres.

[1.2.2.10 La loi exponentielle

En raison des applications multiples de cette Ipirgest autre qu’un cas particulier de la loi
de Weibull, on présentera dans ce qui suit un ldiyeloppement de cette loi avec plusieurs
applications.

Nous allons étudier des phénomeénes physiques durée de vie est l'intervalle de temps
écoulé entre l'instant de la mise en fonctionnenmntde la naissance, et l'instant de la
premiere panne ou de la mort.

La plupart des phénoménes naturels sont soumiscaegsus de vieillissement. Il existe des
phénomenes ou il n'y a pas de vieillissement osudil Il s'agit en général de phénomenes
accidentels. Pour ces phénoménes, la probabibidr, pn objet d'étre encore en vie ou de ne
pas tomber en panne avant un délai donné sachanbjet est en bon état a un instant t, ne
dépend pas de t. Par exemple, pour un verre emlctas probabilité d'étre cassé dans les cing
ans ne dépend pas de sa date de fabrication condige. Par définition, on dit qu'une durée
de vie est sans usure si la probabilité de surliestant t ne dépend pas de t.

Les modeles de fiabilité basés sur le taux de palgatoire sont les plus utilisés
Hypothéses :

- Le taux de défaillanci(t) est indépendant de I'age du systéme
- Pour le systeme qui opéere sur demande, la parmaiarhe demande est indépendante
de celles a la n-1 demande.
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- Pour le systeme opérant en continu, ceci représeritg) constant

Pour caractériser la durée de vie et mettre ereéeilla notion de vieillissement. On montre
en particulier I'utilité pratique de la loi expomietie pour approcher la distribution des temps
de panne.

La distribution exponentielle s’exprime ainsi :

Fiabilité : R(t) = e™** (11.16) :

Avec les parametres de significations :
* e:estlabase de I'exponentielle (2,718...)
* )\ C'estl'intensité.
Densité de probabilitéf(t) = 1e=*(11.16) :
La fonction de répartitiof (t) = 1 — e = fot le~*tdt (11.16)

F(O) _ Ae™M

RO — ek = A = constant

Taux de défaillancel:=

La moyenne des temps de fonctionnement (MTTF) obate fonctionnement (MTBF) un
important estimateur de la fiabilité et de la disipdité des systémes et se calcul par
I'expression :

MTTF = [ R(t)dt = [ e~ dt ==

. .2 1
Variance : o ==

Les distributions relatives a cette loi sont repré&es par les courbes de la figure en fonction
du taux de défaillance d’'un ou plusieurs composspPOSEs avoir un mérme

i) R(D (1)

\‘\ ’\______ A

| —F t —— t - 1
1A 2/A 3/A oy

Figure 11.2 distribution des fonctions de la loi eyonentielle

La distribution exponentielle s’applique aux syst8mopérants en continu (systémes
électroniques) c’est ce qu’on appelle distributsams mémoire. Les systemes complexes ont
aussi uri(t) constant.

Exemple 1:

Un dispositif a un taux de défaillance constantd®.03/h

a) Calculer la probabilité qu'il tombe défaillant pexrmd 10 premieres heures d’opération
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b) En supposant que le dispositif a bien fonctionn@pat 100 h, calculer la probabilité

gu’il tombe défaillant pendant 10 prochaines heures

Solution :
Sous a)

10
P{t <10} = j F(E)dt = F(10) = 1 — e~09310 — (259
0

Sous b), d’aprés la regle de calcul de la prokaksibnditionnelle

_ P{(t=110)N(t>100)} _ P{lOOstsllO}_fllo ft) f110 0.03 exp(—0.03t)dt _
~JN1

110
P {S Tt < 100} o P({t<100} ~ P{t>100} 00 1-F(100) 7100 1—1+exp (—-0.03.100

exp(—0.03.100) — exp (—0.03.110)
exp (—0.03.100)

Exemple 2 :

=1 — exp(—0.03.10) = 0.259

Quelle est la fiabilité d’'un dispositif travaillapendant une période de temps égale au
MTBF ? Pour ce cas la probabilité de survie est :

R(t) = R(MTBF) = ¢ MTBF/MTEF — ¢~1 =~ — (3679 (environ 37%)

T 2,718
Exemple 3 :

Un composant électronique de puissance a un tapamtee constant de 0,07 pour 1000
heures de fonctionnement.

a) Quelle est la probabilité pour qu’il survie 500000, 2000 h. L'unité de temps est
1000h a 5000 h correspond t=5
P(t < 5000) = R(t) = R(5) = e7*t = 70975 = 0,705 (environ 70,5%)
Pour 1000 heures (t=1R{1) = e™** = e~%971 = 0,932 (environ 93,2%)
Pour 2000 heures (t=2R{2) = e~ = e~%97:2 = 0,869 (environ 86,9%)

b) Quelle est la probabilité que le composant dureee2@00 et 5000 heures
P(2000 <t < 5000) = F(5) — F(2) = R(2) — R(5) = 0,869 — 0,705
= 0.164(environ 16,4%)

C) Quelle est la probabilité pour que le composiamé 1000 h de plus aprés 5000h de
fonctionnement ?

C’est une probabilité conditionnelle de forme gaier

P(t>b/t>a)=P(t>b—a)
P(t>6/t>5)=P(t>6—-5)=P(t>1)=R(1)=0,932 (environ 93,2%)

[1.2.2.10.1 Systeme opérants sur demande

Pour les systemes opérants sur demande, I'exprnessithématique de la loi exponentielle
s'écrit :

R(t) =e ™ , Ou n: nombre de demandées répétées et p : hiithale défaillance sur
demande

39



- demande indépendante de I'histoire d’opérationydtesne
n =mp, avec m:nombre de demandes par unité de temps.
L’expression de la fiabilité s’écrira alors :
R@®)=e ™" o0 Ag=mp

Exemple 1:
Systeme opérant sur demande

Une compagnie de télécommunications trouve que genghe période de garantie d’'un an,
6% de ses téléphones est retourné au moins unpdae qu’ils sont tombés et endommagés.
Un programme exhaustif de tests indiquait que seeid dans 20% de cas le téléphone
devrait étre endommage.

a) En supposant que le fait de laisser tomber &pté@ne lors de I'usage normal correspond a
un processus de Poisson, quel est le temps moyenlesn chutes (TMEC)?

b) Si la conception des téléphones a changé pouseuiement 4% sont endommageés lors
d’'une chute, quelle est la fraction des téléphapeseront retournés au moins une fois lors de
la premiéreannée de service?

Solution :
Sous a) la fraction des téléphones non retournéetes
R(t) = exp (—mpt) Donc :0.94 = exp (—m0.2.1)
D’ou

1

m=—1In (—)=o.3094/an

0.2.1 0.94

Le temps moyen entre les chutes :

1
0.3094

= 3.23 ans

TMEC =— =
Sous b) pour la conception améliorée
R(t) = exp(—mpt) = exp(—0.3094.0.04.1) = 0.9877
La fraction des téléphones retournée
1-0.9877 =1.23%
[1.2.2.10.2 Modeles composés
Combinaison de taux de défaillance et de défaidlasur demande : la figure ci-dessous donne

une combinaison de deux types de défaillance denrande et en opération, le cas d’'un
réfrigérateur qui opéere en continu.
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Panne sur demande

Moteur

Taux de panne en opératign

On considere &, taux de défaillance par unité de temps d’opération

C.2,.Contribution au taux de défaillance total lorstpenachine (moteur) opere)
C : facteur de capacité

t : Temps moyen que le moteur est en opération

1 . .
E—: Moyenne de nombre de fois que le moteur estc#@lli
0

Cc . s . .
Donc,m = — Temps moyen que le moteur est sollicité par wetéemps calendrier
0

Alors, 4 = fi.p + C.1, Sion ajoutel : taux de panne du moteur en mode attente ;
0

I'expression devient = fi.p +C. 2+ (1 = C)As.
0

Exemple d’application :

Une pompe qui controle le volume dans un procédéighe opére de fagon intermittente. Le
taux de défaillance de la pompe est de 4E-04lb &iux de défaillance en attente est de 1E-
05/h. La probabilité de défaillance sur demande destoE-04/h. Les temps auxquels est

démarrée () et arrétée {) sur une période de 24 heures sont listées daablEau ci-dessous

ty 0.78 1.69 2.89 3.92 4.71 5.97 6.84 7.76
tq 1.02 2.11 4.21 4.21 5.08 6.31 7.23 8.12
ty 8.91 9.81 11.87 11.87 12.98 13.81 14.87 15.97
ty 9.14 10.08 12.14 12.14 13.18 14.06 15.19 16.09
ty 16.69 17.71 19.61 19.61 20.56 21.49 22.58 23.61
ty 16.98 18.04 19.97 19.97 20.91 21.86 22.79 23.89

En supposant que les données sont représentatives :

a) on calcul le taux de défaillance composé pour lang® dans ces conditions
d’opération

a partir des données disponibles on calcule :
M tqs =301.50 M tui =294.36
M= 24 le nombre d’opération (3x8)

Le temps moyen d’opération

Fy = = XM, (tas — tw) = 5- (2015 — 294.36) = 0.2957h
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" t
Facteur de capacit&: = % = %. 0.2957 = 0.2957

Le taux de défaillance compose:

02957

A= 0.2957

.5E — 04 + 0.2957.4E — 04 + (1 — 0.2957).1E — 05 = 6.26E — 04h™1!

b) On calcul la probabilité que la pompe tombe défatk pendant une durée d’un mois
(30 jours)

R(t) = exp(—A.24.30) = exr(—0.000626.24.30) = 0.637

Probabilité pour 30 jours : (1- R)= 0.363

11.2.2.11 La loi de Fisher

Dans la Théorie des probabilités et en Statistiglze®i de Fisher ou encore loi de Fisher-
Snedecor ou encore loi F de Snedecor est une lwiatabilité continue. Elle tire son nom des
statisticiens Ronald Aylmer Fisher et George W.deger. La loi de Fisher survient tres
fréguemment en tant que distribution de I'hypothagée dans des tests statistiques, comme
par exemple les tests du ratio de vraisemblan@noare dans I'analyse de la variance.

Sa fonction de fiabilité est :

( dqix )dl/z( _ dix )dz/2
d1x+d2 d1x+d2

f(x) = XB(dy/2,d3/2)

(1.17)
11.2.2.12 La loi normale

Cette loi est aussi appelée loi de Gauss, en landu grand mathématicien allemand Karl
Friedrich Gauss (1777-1855).

La loi normale est la loi statistique la plus régam et la plus utile, elle est utilisée afin
d’approcher des probabilités associées a des \esiadéatoires binomiales possédant un
parameétre ‘n’ tres grand. Elle représente beauamiphénomenes aléatoires. De plus, de
nombreuses autres lois statistiques peuvent étmroepées par la loi normale, tout
spécialement dans le cas des grands échantillons.

Sa fonction de fiabilité est :
_1(t-my?
n(t) = F“Z_ne (%) (11.18)

Avec les parametres de signification :

+ M :estlamoyenne

o : I'écart type

n : le nombre total d'individus dans I'échantillon

n(x) : le nombre d'individus pour lesquels la grandmalysée a la valeur x.
e: est la base de I'exponentielle (2,718...)
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11.2.2.13 La loi log normal

On a pu voir que les valeurs possibles d’une vhrialgatoire normale étaient L’ensemble des
nombres réels. Pour une situation réelle ne poupeeridre des Valeurs négatives, on peut
malgré tout utiliser une loi normale lorsque la Moge et I'écart type sont tels que la
probabilité théorique d’avoir une valeur Négatige & toute fin pratique nulle.

En probabilité et statistique, une variable aléat est dite suivre une loi log-normale de
parametres eto si la variable Y=In (X) suit une loi normale derameétres eto.

Une variable peut étre modélisée par une loi lograte si elle est le résultat de la
multiplication d'un grand nombre de petits factend&pendants.

Sa fonction de probabilité est:

_1(10g(t)—u>2

n(t) =Gnﬁe A (1.19)

Avec les parametres de signification

* o :l'écart type
* W C'estla moyenne

11.2.2.14 La loi de Weibull

L'expression loi de Weibull recouvre en fait toutee famille de lois, certaines d'entre elles
apparaissant en physiqgue comme consequence dmesftgypothéses. C'est en particulier, le
cas de la loi exponentiell@ € 1) et de la loi normalé = 3).

Sa fonction de fiabilit@st :

t-y B
R(t) = e () (11.20)

Avec les parametres de signification :
Y, B, n définissent la distribution de Weibull.
On utilise trois parametres :

> B : parametre de formef & 0)
> 1 . parametre d’échellen ¢ 0)
» v parameétre de positiong->y > +o0)

[1.3 Etude des lois de fiabilité

En raison de la complexité des lois citées précéaemh nous nous étudierons que celles qui
sont largement employées dans le calcul deldifades systemes. On distingue :

La loi binomiale

A. Les lois discretes : ,
La loi de poisson

La loi log normale
La loi exponentielle
La loi Weibull

B. Les lois continues
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11.3.1 Les lois discrétes

Par définition, tout groupe de paire ordonné x) &u f(x) est une probabilité de défaillance
(pdf) d’une variable aléatoire x est dite fonctamprobabilité discréte si :

1. f(x)=0

.Zf(x)=1

3. PX=X) =f(x)

N

4. F(x,) = P(x < x,)_fonction_cumulative

5. F(x,) = P(x > x,) = 1—F(x,)

Moyenne u = Y; x,f (x)

Variance 0% = ¥, (x, — 0)?f (x) = Lnxf f(n) = L 251 (o) — 1
Espérance mathématique = E(x)

0% = E((xn — w)? = E(x?) — p?

[1.3.1.1. Loi binomiale

La loi binomiale repose sur le fait que le tirageffectue d’une maniere non- exhaustive,
c'est-a-dire dire que les éléments sélectionnésremis dans la population de sorte que la
probabilitép demeure constante.

* p : probabilité qu’'une piece tombe en panne

* g=1-p : Probabilité que la piece ne tombe pagame

* Pour N piéces indépendantes subissant des negisandants, la probabilité gaeombent
en panne est :

P(x=n)=f(n) =Cp"(1-p)"™ avecn =0,1,2,3,.....N

Et la probabilité que n ou moins de pieces tombarpianne est :

Px<n)=Fn) =34 Clp" (1 -p)V "  ch=—L_ etor=1

n (N—-n)'n!

u=NP 6?2 =NP(1—-p)

Pour N=2 pieces on a les probabilités :

Aucune piéce en panne | f(o) = qq

1 piece tombe en panne | f(1) = pq ouqp

2 piéces tombent en panpg¢(2) = pp
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La somme des probabilitdonne :

qq +pq +qp +pp = q* + 2pq + p* = (¢ +p)*=1

Donc la fonction de défaillance F a :

F(o) = ¢*
F(1) = 2qp
F(2) = p*

Pour N=3 pieces

q® +3q°p + 3qp* +p*® = (@ +p)’=1

Et fO)+f(D)+f(2)=1

flo)=¢q* f()=3q¢°p; f(2)=3qp*; fB3)=p°

Dans le cas général on peut éc:

Coq" + Clpg" "t + P22 + 4P = P+ N =1

e Exemple:

Le cceur d’'un réacteur nucléaire est composé canaux decombustible. La fiabilité prévu
de chaque canal (pour une missiol trente ans) est de 0.9799. Il est requis qu’un mminn
de 86 canaux fonctionrefin de produire de la chaleur nécessaire requose lg production
d’électricité. Quelle estlfiabilité du caeur du réacte

90

90
Rz (30 ans) = Z ( X ) .(0.9799)* (1 — 0.9799)°°~* = 0.965

x=86

La courbe théorique de répartition de cette lopessentée a ffigure 11.3

P ()

0.10 0.15 0.20 0.25

0.05

0.00

s
[EERXE AN

* =hoand n=20
¥=0.7 and n=20
* =0.5and n=40

Trassesiedies

T
10

T
0

30 0

Figure II. 3. Courbe théorique de fé loi binomiale
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Conclusion :

Pour de grandes valeurs dele calcul deP (x) devient vite pratiquement impossible, sauf si
I'on cherche a calculer le logarithme de cette @sgion au lieu de I'expression elle-méme.
On distingue deux cas :

Cas 1: Lorsquen tend vers l'infini et que p tend vers 0, la laidoniale converge vers une loi
de Poisson de paramétre a. En pratique, on remfadoé binomiale par une loi de Poisson
desquen>30etnp<5oudésquen>50eth<0

Cas 2: Lorsquen tend vers linfini et que p et g sont de méme erde grandeur, la loi
binomiale converge vers une loi normale d'espéraipcet de variance npg. En pratique, on
remplace une loi binomiale par une loi normalegiésn > 30, np>5etng>5

11.3.1.2 Loi de Poisson

La loi de Poisson découverte au début du XTXsiécle par le magistrat francais Siméon-
Denis Poisson s’applique souvent aux phénomeneddeatels ou la probabilité p est tres
faible (p < 0,05).

Elle peut également dans certaines conditionsiétisie comme limite d’'une loi binomiale.

Sa Fonction de fiabilité est

—At (ﬂ.t)n
n! (||.22)

Avec les parametres et significations

P(x=n)=e

e Un seul paramétre)’

* e:estlabase de I'exponentielle (2,718...)

e n!: estlafactorielle de n.

* ) :le nombre moyen d’événement par unité de temps

La courbe théorique de répartitions différeritesst donnée a la figure 11.4. On peut remarquer
I'influence du parametrg.

P(t) 0.4:1 —T ——T7 ——T

0.1F 7

0.0t o e . i

Temps

Figure 11.4. Courbe théorique de la loi de poisson
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En conclusion :

Le domaine d’application de la loi a été longterfipsté a celui des événements rares par
exemple : (suicide d’enfants, les accident duscamuyps de pied de cheval dans les années.)

Remarque :

La loi de poisson est souvent utilise la vrais pmur prédire les risques de pannes ou
d’accidents

[1.3.2 Lois continues

Par définition, tout groupe de paire ordonné x) &u f(x) est une probabilité de défaillance
(pdf) d’une variable aléatoire x est dite fonctaaprobabilité continue si :

1. f(x)=0

N

f f(x)dx =1
- b

3. P(anSb)sz(x)dx

a

(X)

4. F(x) ff(x)dx et f(x) =
5. Px <X <x+4x) —f(x)Ax

6. R(x) = 1— F(x) —jf(x)dx— 1- jf(x)dx

= f xf(x)dx et o%= f(x—y)zf(x)dx

X —00

N

[1.3.2.1 La loi exponentielle

La loi exponentielle a de nombreuses applicatioaasdle domaine de l'ingénierie en
particulier dans I'étude de fiabilité d'un équipemeElle présente également diverses
applications dans I'étude des phénomenes d’aeBtemples:

* Ladurée de vie utile d'un composant électronique

* Le temps entre deux arrivées consécutives a whguiautomatique

» Le temps entre deux défaillances consécutives sigteme informatique
* Letemps de service a un guichet de pieces détaatiéne usine...

D’une maniére générale la distribution exponelatielst donnée par I'expression suivante :

Osix<0
f(x)— Be[” six >0
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B | 100

1

5 0.01
X f(x)
0 0,0100
10 0,0090
20 0,0082
30 0,0074
40 0,0067
50 0,0061
60 0,0055
70 0,0050
80 0,0045
90 0,0041
100 0,0037
110 0,0033
120 0,0030
130 0,0027

1/p

loi exponetielle

—
0 10 20

30 40

T
50

60

—
70
X

La fonction de réparation est donnée par I'expogssuivante :

F(x) = [ f(O)dt = fo’“%e‘édt

F(x) ={

O0six<O0

=X
1—eB six >0

80 90 10011012013014

Le tableau ci-aprés présente un calcul de la digtdn de la loi exponentielle

B 100

= |oo01

X f(x) F(x) R(x)

0 0,0100 | 0,0000| 1

20 | 0,0082| 0,1813| 0,8187
40 | 0,0067| 0,3297| 0,6703
60 | 0,0055| 0,4512| 0.5488
80 | 0,0045| 0,5507| 0,4493
100 | 0,0037| 0,6321 0,3679
120 | 0,0030| 0,6988| 0,3012
140 | 0,0025| 0,7534| 0,2466
160 | 0,0020| 0,7981| 0,2019
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180 | 0,0017| 0,8347| 0,1653

200 | 0,0014| 0,8647, 0,1353

220 | 0,0011| 0,8892 0,1108

240 | 0,0007| 0,9093| 0,0907

260 | 0,0006| 0,9257, 0,0743

280 | 0,0005| 00,9392, 0,0608 .

300 | 0,0004| 0,9502| 0,0498 111 \

fonction de répartition |

1,04

320 | 0,0003| 0,9592| 0,0408 09

340 | 0,0003| 0,9666/ 0,0334 .

0,7 1

0,6

F(q

360 | 0,0002| 0,9727, 0,0273

0,5 1

380 | 0,0002| 0,9776| 0,0224 04

0,3
400 | 0,0002| 0,9817| 0,0183 0r
420 | 0,0001| 0,9850 0,015 .

L L A L A ELE L
0 50 100 150 200 250 300

X

Courbe théorique de la fonction de répartition
Avec% = A (taux de défaillance ou de pannes) gt MTBF
Et x=t (temps)
L’espérance mathématique de XE(X) = B

La variance et I'écart-type:Var(X) = p 2 o(X)=p

LU
350 400

La plupart des phénomenes naturels sont soumisoaagsus de vieillissement.

Il existe des phénomenes ou il n'y a pas de \@sdlinent ou d'usure. Il s'agit en général de
phénomenes accidentels. Pour ces phénomenes,blabgite, pour un objet d'étre encore en

vie ou de ne pas tomber en panne avant un délaiedeechant que I'objet est en bon état a un
instant t, ne dépend pas de t. Par exemple, poueus en cristal, la probabilité d'étre cassé
dans les cing ans ne dépend pas de sa date deafairiou de son age. Loi des variables

aléatoires représentant une durée de vie sans usure

Par définition, on dit qu'une durée de vie est semge si la probabilité de survie a l'instant t

ne dépend pas de t.
Sa fonction de fiabilité est:

R(t) =e™™ (11.23)
Sa densité de probabilité de parametre X s'écrit

Avec les parametres et significations:

* e:estlabase de I'exponentielle (2,718...)
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e A Cestlintensité.

La courbe théorique de distribution de la loi exgratielle est donnée a la figure 11.5:

1,2
1,1
1,0
091

R(t)

—7r1 - 1 - r - 11 1 1 1 " 17
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
temps (x)

Figure 11.5. Courbe théorique de fiabilité de la la exponentielle.

Remarque :

Les variables aléatoires décrivant une durée desales usure suivent toutes une loi
exponentielle. L'étude qui précéde nous montre lgudoi d'un phénoméne de nature
totalement aléatoire peut étre modélisée par umetit;m exponentielle.

Exemple 1:

Un fabricant de fours a micro-ondes veut détermiaepériode de garantie qu’il devrait
associer a son tube magnétron, le composant k iplportant du four. Des essais en
laboratoire on indiqué que la durée de vie utle 4nnées) de ce composant posséde une
distribution exponentielle avec un taux moyen étaitlance de 0.20 tube/ an.

a) Quelle est la durée moyenne de vie des tubes?

b) Quelle est la P qu'un tube opére sans défadlgour une période excédant sa durée de
vie espérée?

c) Sur 1000 tubes de ce type, combien serontl@ddfiasi au cours des cing premiéeres années?

Solution:

a) La durée moyenne des tubes
1

E(X) = B,puisque E =020 = B = = 5ans.

b) On cherche®(X >5)=1—-P(X <5)

-5
P(X>5)=1- [1 - e?] =e 1=0.3679 (il y a 36.8% de chances qu’un tube excede
sa durée de vie moyenne)
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c) Sur 1000 tubes de ce type, combien seront déftsllau cours des cing premiéres
annees?
-5
P(x <5) = F(5) =1—el®) = 0.6321
Sur 1000 tubes approximativement. 1000*0.6321 =t6®2s seront défaillants au cours de
cing premieres années

d) Quelle est la P que la durée de vie d'un tuliecemprise dans l'intervalle [E(X) -
o(X), E(X) +o(X)]?

E(X)-0(X)=5-5=0

E(X) +o(X)=5+5=10

On veut P(8X<10) = P(X10)
F(10) = 1-exp(-10/ 5) = 0.8647

e) 50% des tubes fonctionnent sans défaillance perodenbien de temps?

—a

F(a)=1—e(5) = 0.50
5)
In (e 5 ) =1n(2) = a =5.In(2) = 3.47ans
f) Le manufacturier veut donner une période de ga&rant le tube; toutefois, il ne veut

pas remplacer plus que 10% de tubes au courstte piEriode de garantie. Quelle
devrait étre la période de garantie?

X
f 0.20 exp(—0,20) dt < 0,10
0

1 —exp (—0,20x) < 0,10

in (L
x = % = 0,527 ans Le manufacturier peut offrir la garantie de 06 isrio

11.3.2.1.1 Analyse de la fiabilité par la loi exponentielle :

A tx de défaillance

Maturité

A
\

t

On constate que durant la période de maturité dgnipement,A(t) est constant ou
sensiblement constant. C’'est le champ d’applicatierialoi exponentielle qui repose sur
I’hypothese A = constante

Les défaillances émergent sous l'action de causessés et indépendantes.
e Sik=cte, alorsMTBF = 1/ & en fiabilité
« Sip=cte (taux de réparation), aloMTTR = 1/ p en maintenabilité
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_ —L:A(u).du : :
R(t)=e et comme )l(u)—cte—)l_) R(t) — oM

R()=e ¥ =[e] ze
+ Densité de probabilitéf(t) = 1.e™
« Fonction de répartition E(t) =1-R(t) =1-e™*"

» Espérance mathématiqu&(t) = MTBF :jl

A. Durée de vie associée a un seuil de fiabilité :

Il est intéressant de savoir a quel instant lalftakatteindra un seuil déterminé.

Rt)=e™ = INR(t)=-At=t= ey R(t)=|t = It
A A7 R(t)

Exemple:

Un composant a une MTBF de 2000 heures. A quelte ddj » ce composant aura une
fiabilité de 90% ?

tj = l.lni = MTBF.Ini = 2000x|ni =211 heures
A R(t) R(t) 0,9

Au bout de 211 heures, on estime donc que 90%aiepasants survivront.

B. Représentation graphique de la loi exponentielle :

SiR(t) =e™*, alorsInR(t) =-At en logarithmes népériens kaigR(t):_;—;en logarithmes

décimaux.

Loi exponentielle sur papier semi

Loi exponentielle sur échelle linéaire O
logarithmique

. R() logR(t)

\

0,1 e

1/e=0,368

m=1/A Atout

2,3/A
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[1.3.2.2 La loi normale

Cette loi est aussi appelée loi de Gauss. La lohate est la loi statistique la plus répandu
la plus utile, elle est utilisée afin d’approchezsdprobabilités associées a des veaes
aléatoires binomiales possédant un parameétre &8 grand. Elle représente beaucoug
phénomenes aléatoires. De plus, de nombreusess aldgi® statistiques peuvent é
approchées par la loi normale, tout spécialemems tlacas des grands échdons.

Sa fonction de fiabilitéest

R L
n(t) = (o) ez ( c ) (11.25)

Avec les parametres et significat :

U : la moyenne

¢ . I'écart type

n : le nombre total d'individus dans I'échantil

n(x) : le nombre d'individus pour lesquels la gran analysée a la valeur
e: est la base de I'exponentielle (2,71

Sa courbe théorique de distribution est montréefiglire 116 :

Ly

nix)

_/

Figure II. 6. Courbe théorique de la loi normal

L
-

-G W n+4G X

Parmi les parametres et leur signification :
A. I'écart type :

Le coefficient d’aplatissement d’une variable abé@ mesure si sa distribution pointue
(recentée autour de sa moyenne) c- a dire ses valeurs sont autour de sa moyenne *L
au contraire étalée. Il est défini :

Sigma @) : Sigmade la loi normal mesure la dispersion de ses valautour de la moyent
c’est -a dire, si sigma est grand les valeurs sont tresediges, si sigma est petit c’-a -dire
gue toutes les valeurs sont proches de sa mo.
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Sa fonction est:

6 =410pq (11.26)

A titre indicatif, lorsque la distribution des imitlus dans une population obéit a la
normale, on trouve:

a) 50% des individus en dessous de la moyenne % au-dssus (la loi normale e
symétrique), la figure 16.a, représente cette distribution.

Y

Figure Il. 6.a. Courbe d’'une loi normale pour pu = 50 %

b) 68% des individus entre-c et o, la figure 11.6b montre cette distributior

68 %o

"1-__\___ .
:
X

L—CG L L+G

Figure 1l.6.b. Courbed’une loi normale pour p = 68 %

c) 95% des individus entre -1,96¢ et 4 +1,965, que nous arrondirora l'intervalle [u -
26, U +3]. Cette distribution est ésentée a la figure 11.5.c

Y

Figure II.5.c. Courbe d’une loi normale pour p = 95 %

d) 99,7 % desindividus entre p-3c et u+3 (il y a donc tés peu de chances qu
individu s'écarte de la moyenne de plus 6). La figure 11.6d illustre cette répartitior
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99,7 %

X >
Ww—3g 1L IL+3c

Figure II. 6.d. Courbe d’'une loi normal pour p =99.7 %

En Conclusion :

La loi normaleest une loi qui s'adapte au domaine mécanique eardéfaillances so
essentiellement dues a l'usu

11.3.2.3 La loi log normal

On a pu voir que les valeurs possibles d'une viiakeatoire normale étaient 'ensemble

nombres réels. Pour une stion réelle ne pouvant prendre des valeurs négatior peu
malgré tout utiliser une loi normale lorsque la mmye et I'écart type sont tels que
probabilité théorique d’avoir une valeur négatigeatoute fin pratique nul

En probabilité et stagtique, une variable aléatoire X est dite suivre lm loc-normale de
parameétrest et ¢ si la variable Y=In (X) suit une loi normale dergaetrespy et . Une
variable peut étre modélisée par une lo-normale si elle est le résultat de la multiplion

d'un grand nombre de petits facteurs indépenc

Sa fonctiorde probabilité e:

1(log(t)—u)2

n —
n(t) = e 2 c .27
O =75 (11.27)
Avec les parametrest significatiol
» o :|'écart type
» W Cc’est la moyenr
Sa courbe théoriqude distribution est présentée a la figure
— o=10
— o=3/2 ]
c=1
o=1/2
— o=1/4
— o=1/8 ‘_
’?.S 3.0

Figure Il. 7. Courbe théorique de la loi log norme
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En Conclusion :

Cette loi de distribution est particulierementiséke en analyse quantitative pour représenter
les cours des instruments financiers (notammerioreg;t cours de change, taux d'intérét,
meétaux précieux). Les cours ne peuvent pas étratifggt il est plus pertinent d'exprimer les
variations sous forme relative en pourcentage, desicours sont représentés généralement
grossierement par une loi log-normale.

11.3.2.4 La loi de Weibull

L'expression loi de Weibull recouvre en fait toutee famille de lois, certaines d'entre elles
apparaissent en physigue comme conséquence dmesftigpothéses. C'est en particulier, le
cas de la loi exponentiell@ € 1) et de la loi normalé = 3).

Ces lois constituent surtout des approximationsiquéierement utiles dans des techniques
diverses alors qu'il serait tres difficile et sgmand intérét de justifier une forme particuliere

de loi. Une distribution a valeurs positives (oluspgénéralement mais moins fréquemment, a
valeurs supérieures a une valeur donnée) a preésgjoeirs la méme allure. Elle ne part d'une

fréquence d'apparition nul, croit jusqu'a un maximet décroit plus lentement. Il est alors

possible de trouver dans la famille de Weibull lmiequi ne s'éloigne pas trop des données
disponibles en calculafitet a partir de la moyenne et la variance observée

Sa fonction de fiabilité est

G
R =¢ T (1.28)

Avec les parametres et signification
Y, B, n définissent la distribution de Weibull.
On utilise trois parametres :

» B : parametre de formep & 0)
» 11 : paramétre d’échellen ¢ 0)
» v . parameétre de positiong->y > +o0)

Sa courbe théorique de distribution est donnédfigure 11.8:

Fiahilité

[-E]

[ X}

=

=

B

"m . .
= Vieillesse p>1
=

-

-

i Age adulte p=1
B<1 jeunesse Temps

Figure 11.8. Courbe en baignoire
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B : est le parameétre de forme du modele. Nous camgtajue : Sp < 1 le taux de défaillances
est décroissant, nous avons donc des panne desgnsp = 1 le taux de défaillances est
constant et §§ > 1e taux est croissant, panne de vieillesse ou it&m mécanique.

1 : est le paramétre d’échelle et indique I'ordregdEndeur de la durée de vie moyenne.

v . est le parameétre de décalage, souvent il estae@ale modéle de Weibull ne peut & lui
seul représenter I'ensemble des cofacteurs inffusat la fiabilité de la macro composant,
I'adjonction d’'un modeéle a hasard proportionnelstarme de régression apporte une réponse
qui devrait étre plus adaptée.

En conclusion :

Pour les composants mécaniques, le taux de dé@aconstant ne convient pas aux modes
de dégradations provoquent un taux croissant (udat@ue, corrosion). Le modéle de
Weibull permet de mettre en évidence cette représentatibrest d’'une pratique aisé et
universellement admis, il couvre a lui seul 'enbdes phénomeénes de défaillance.

11.4 Lois de composition en Fiabilité : Associatios de matériels :

Le probleme qui se pose a la maintenance au nideala fiabilité est son amélioration
constante. Il peut pour cela intervenir sur la tetbgie du composant, agencer les
composants ou sous-systemes de maniere a les rphdrefiables par ['utilisation de

redondances dont on distingue 3 grandes catégories

* Les redondances actives
* Les redondances passives ou « stand-by »
* Les redondances majoritaires
[1.4.1 — Redondance active :
Une redondance active est realisée par la miseasllgle d’éléments assurant les mémes
fonctions et travaillant en méme temps. On a danfaire a un systeme appelé par les
fiabilistes « systéme paralléle ».
Hypotheses de départ :
* Les défaillances sont indépendantes les unes diesau
« Lafiabilité de chaque sous-systéme ou de chadumeetit a été déterminée

Systeme série :

On dit gu’un systeme est un systeme série d'untl@En/ue fiabilité si le systéme tombe en
panne lorsqu’un seul de ses éléments est en panne.

— E1 E2 Ei En —

Rs =P(S)=P(S1nS2n...n Si n..Sn) =P(S1).P(S2)....P(Si)....P(Sn) PRs = |‘J Ri

Cette association est caractéristique des équigsrearigne de production.
Systeme // :

On dit qu’un systeme est un systeme // d’'un pomvde fiabilité si, lorsqu’un ou plusieurs
de ses éléments tombent en panne, le systéme be fas en panne.
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Pour calculer la fonction fiabilité d’'un systémea/h éléments, ils est plus
aisé de passer par la fonction défaillance F.

F=1-R=1-P(S)=P(S)

F =P(S1).P(S2)....P(Si)...P(Sn) =F1.F2...Fi...Fn
— —  F =(1-R1).(1-R2)....(1L-Ri)....1- Rn)

Rs =1-(1-R1).(1-R2)....1-Ri)....(L-Rn)

| En | Rs:l—llll(l—Ri)

Dans un systeme //, la fiabilité du systeme est ghande que la plus grande des fiabilités des
éléments composant le systeme. On utilise ce Gait pméliorer la fiabilité ; cela réalise une
redondance active

Si on désire effectuer un calcul en fonction dugepon doit introduire la fonction R(t).
SiR(t)=e™, alorsRs =1- r! (1-e™).

Systeme série :

On dit qu’un systéme est un systéme série d'untp@nvue fiabilité si le systéme tombe en
panne lorsqu’un seul de ses éléments est en panne.

— E1 E2 Ei En —

Rs =P(S) =P(S1n S$2n...n Si n..SNn) = P(S1).P(S2)...P(Si)...P(Sn) 3|Rs = |'J Ri

Cette association est caractéristique des équigsrearigne de production.
Systeme // :

On dit qu’un systeme est un systeme // d’'un pognvuke fiabilité si, lorsqu’un ou plusieurs de
ses éléments tombent en panne, le systéme ne fmaslen panne.

Pour calculer la fonction fiabilité d’'un systemea/h éléments, ils est plus

1L aisé de passer par la fonction défaillance F.
[, Ll F=1-R=1-P(S)=P(S)
F =P(S1).P(S2)....P(Si)...P(Sn) =F1.F2...Fi...Fn
& L F=@-R1.(1-R2)..(1-Ri)...(1-Rn)
Rs =1-(1-R1).(1-R2)....1-Ri)....(1-Rn)
i Rs:l—llll(l—Ri)

Dans un systeme //, la fiabilité du systeme est ghande que la plus grande des fiabilités des
éléments composant le systeme. On utilise ce €ait pméliorer la fiabilité ; cela réalise une
redondance active

Si on désire effectuer un calcul en fonction dugsnon doit introduire la fonction R(t).
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Si R(t)=e™, alorsRs =1- ” (1-e™).

[1.4.2 Redondance passive :
Dans ce cas, un seul élément fonctionne, les astnasen attente.

‘ Ceci a 'avantage de diminuer ou de supprimer édligsement des
éléments ne travaillant pas. En contrepartie, ofinaonvénient
=€z d’étre obligé d’avoir un organe de détection desnpa et de
—E{O,‘:\ —— commutation d’un systéme sur un autre.
| Le calcul d’'un systéeme a redondance passive oanddiy » se fait
' en tenant compte de la variable temps. Il faut domrenaitre au
préalable, pour chague composant, son taux delldatai(t) et sa

loi de fiabilité R(t).
Calcul d’'un systéeme a redondance passive a 2 élénwen // :

Hypothese : le taux de défaillance des élémentstEER est constant et est

E1 égal ad,, etA,,.
Cette hypothése a pour conséquence que les |dialilié sont de type
exponentiel :
bC —Aeqt —Aeot
O— E2 R, (t)=e"etR_,(t)=e ™"

On fait aussi I'’hypothese que la fiabilité de I'arg DC est égale a 1.

Il sera facile par la suite de la prendre en corpptda suite dans le calcul, cet organe étant en
série avec le systeme {E1, E2}.

R,,(t)=e™ et R_,(t) =e™*
£(t) = A e etf,(t)=A e

Le systeme fonctionnera avec E1 ou E2, ces évértsndéamt mutuellement exclusifs (E1
sans E2 ou E2 sans E1, mais jamais les 2 en mémps)te

R(S) = [Prob(S marche sachant que E1 marche) x Prob(Ebarche)] + [Prob(S marche
sachant que E1 ne marche pas) x Prob(E1 ne marchag)]

< Prob(E1 ne marche pa®) probabilité que E1 soit défaillant

< Prob(S marche sachant que E1 marc®e)l 1 (tant que E1 marche, S fonctionnera
toujours)

< Prob(E1 marche® probabilité que E1 fonctionm® R_,(t) = e !

< Probabilité que E1 tombe en panne sur lintervalle t] & linstant T =
! —_ ! ~AelT
[ fadt = [ Ae™".dT

< Probabilité que S marche sachant que E1 ne mardhe @ partir de T=
R, (t>T)= e
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_ t, (- _ t o _
Ry = xe™" + j A e .dT)xe 2T =gl 4 ) j e .dT xe 2 xe’’
0 0
_ _ t _ _ _ t -
Ry =€ + A7, j ekl g T dT =e™™ + ) e7*", j e Ve gT
0 0
t e_(/lel_/‘ez)T t
Ry =e ™ +,e7 | el gT =g + ) o™ | ————
s(t) el 0 el _ A _A )
( el e2/ o
i (A1~ Ae2)t
- . e 1
Rs(t) =€ et +/]e1'e Aez.t' - :|
L _(Ael - /162) _(/]el - Aez)
i — a (1= Ae2)t
— At ~Aea t 1 e
RS(I) =€ +/161'e - (A _A ) :|
L el e2
Aot _ = Aot “dopt _ Aozt A=(o1—Aeo)t
R = A 87 — A, e + A e =] e e e
=0 A=A
el e2
Aot _ =Aogt “Aept _ Aop t=Agpt+Ag, t
R = A e — A, + A e — ] e e e
s(t) A _A
el e2
At _ =Jogt “dort _ =Aoy .t Dot _ =Aogt
R = A€ ™ — A, e A e —A e A e —A,e
s(t) _ _
Ael Aez Ael Aez

Si on prend en compte I'élément de détection etotiemutation DC, on obtient alors :

“deat _ = Aogt
— et A e —A,e

Rs
© Ael - AeZ

Remarque :
Si on considére que tous les éléments ont le méme de défaillancé.,, on obtient alors

I'expression suivante : R = et eM (1+ A1)

Pour n éléments de taux de défaillance identiquasés en //, on trouve :

_ g -Uno e r“*u.t)‘ }

i !

Rs(t)

[1.4.3 Redondance majoritaire :

La redondance majoritaire est telle que la foncesh assurée si au moins la majorité des
éléments est en état de fonctionnement.

Cette redondance concerne surtout des signaux aledersécurité, et en particulier les
équipements électroniques. Le signal de sortieadat de la majorité des composants. Le cas
le plus simple comporte 3 éléments.
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On considére que I'organe D de décision a unelifi@lgigale a 1.
Rs=probabilité d’avoir plus de 2 éléments en fonatiement correct

D |— SiRe=Re=R&=R

El

E2

=
I

3
CYR*.(1-R)** =3R? -2R?

2

I
I
1

E3 Rs
k

Si on généralise a n (impair obligatoirement potsiraune majorité)
éléments, on obtient :

k=n +
R, =Y CfR“.(1-R)"™ avecc SULE
2

k

La formule de calcul de « ¢ » permet d’obtenir @jonité des éléments.

C

En tenant compte de la fiabilité du composant desd#n :

k=n +
Rs =Rp.> Ch.R*“.(1-R)"™ avecc =nTl
k=c

Application:
Un processus est représenté par le processusas-apr

— Ml — M2 { M3 (H M4 |4 M5 — T1 (4 T2 —+ T3
0,85 0,99 0,99 0,99 0,99 0,8 0,99 0,99

La fiabilité du systeme entier est le produit detés les fiabilités élémentaires : Rs = 0,64

Pour améliorer cette fiabilité, on peut appliques dedondances sur les systémes les moins
fiables : M1 et T1. Une des solutions peut constetiliser 3 T1 et 2 M1. Economiquement,

il va de soi que cette solution coUterait trop cli@m se contentera de redonder les éléments
faibles des systemes M1 et T1

1 h

M2 H M3 H M4 | M5 HH H T2 H T3
M1 0,99 0,99 0,99 0,99 T 0,99 0,99
M1 1 T [

Rs =[1-(1-0,85)* |x0,99*x[ 1~ (1-0,8)° |x0,99” = 0,91>Résultat satisfaisant.
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Chapitre 11l : loi de Weibull

[11.1 Introduction

La fiabilité est le domaine de la statistique iefdétrelle traitant des durées de vie (ou de bon
fonctionnement) des matériels et donc de I'étuakessjue de leurs pannes.

Le nom de Wallodi Weibull (1887 — 1979) y est dtiacD'origine suédoise, Weibull travailla
comme inventeur (roulements a billes, marteau idgmt...) et ingénieur conseil dans de
nombreuses sociétés suédoises ou allemandes, eaplexchezSAAB Il s'intéressa aux
problemes de résistance des matériaux, en pagiiculceux de fatigue et de rupture des tubes
a vide. C'est dans ce cadre qu'apparait en 1939apremiere fois la distribution de Weibull.
Mais l'article qui eut le plus d'influence fut pigblen 1951 dans l&Journal of Applied
Mechanics sous le titre "A Statistical Distribution Functiai Wide Applicability” ou sont
décrient sept cas d'utilisation de la distributidea Weibull. En effet, l'intérét de cette
distribution, outre ses propriétés analytiguesstatiantes, est de permettre un bon ajustement
d'une grande variété de problemes de durée de vie.

On constate expérimentalement, que pour la plyestmatériels, la courbe représentative du
tauxd'avarieA (taux de variation du nombre de pannes) en fonatiotemps, a la forme d'une

" courbe en baignoire".

[1l. 2. La loi de Weibull

L'expression loi de Weibull recouvre en fait toutee famille de lois, certaines d'entre elles
apparaissant en physiqgue comme consequence dmesftgypothéses. C'est en particulier, le
cas de la loi exponentiell@ € 1) et de la loi normaleB(= 3).

Ces lois constituent surtout des approximationsiquéierement utiles dans des techniques
diverses alors qu'il serait tres difficile et sgmand intérét de justifier une forme particuliére
de loi. Une distribution a valeurs positives (oluspgénéralement mais moins fréquemment, a
valeurs supérieures a une valeur donnée) a prdsqgjairs la méme allure.croit jusqu'a un
maximum et décroit plus lentement. Il est alorssfids de trouver dans la famille de Weibull
une loi qui ne s'éloigne pas trop des données disj@s en calculanp et a partir de la
moyenne et la variance observées.

[11.3 Fonction de fiabilité R (t)

La forme générale de la fonction de fiabilité estlésignée parR (t) représentant la
probabilité de bon fonctionnement a l'instant t.

t—y)ﬁ

R(E) = e (7 (I1.1)

La signification des parametres a été décrite aapitres précédents
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Sa fonction de répartitioR (t) est la probabilité que le dispositif soit en pam l'instant t.
Elle est exprimée par :

t—y)ﬁ

Ft)=1—-R(t)=1- e_(T (111.2)

Son taux instantané de défaillaric@) est un estimateur de fiabilité. Il sS’exprime par

_ B ()
A(E) = n( - ) (111.3)
Remarque si:
B=1 :A_n_MTBF

Sa densité de probabilité f(t) se calcul pardiession suivante :

f(@) =A@) XR(t) = (t V)B ") (111.4)

La courbe theorique de distribution est montrée figure 111.1. On peut remarquer l'influence
du parametr@(coefficient de forme) sur La figure

0,0012

0,0011
0,0010 8=05
0,0009
= %] —p=1
= 0,0008 | _
2 ] p=2
§ 0,0007 - —0p=3
S 0,0006 - B=4
5 |
8 10,0005 n=1500
2 o,ooo4- y=0
5
g o,ooos—
opooz-
QOOOl—
0,0000 : .
000 500 1000 1500 2000 2500 3000
Temps

Figure IIl.1 : influence du coefficierfit

Si I'on désigne par la variable aléatoire qui, a tout matériel choisilesard, associe son
temps de bon fonctionnement avant défaillanceglegs# est constant, on montre queuit
une loi exponentielle. Pour couvrir tous les casitWll a choisi pourA une fonction
dépendant de trois parametrgs S et. L'expression dé\(t) est donnée par (111.3)

Avect >y, B> 0,n > 0 (le parametre important étaftparametre "de forme", les autres
terminent I'ajustement). Ainsi, lorsque la variabléatoiret, correspondant au temps de bon

fonctionnement, suit la loi de Weibull de paramsjre8 et7. On montre que sa densité est
donnée par I'expression (l11.6)
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[11.4. Domaine d’application

La distribution de Weibull est souvent utilisée sldmdomaine de I'analyse de la durée de vie,
grace a sélexibilité car elle permet de représenter au moins approxiemaént une infinité
de lois de probabilité.

Un taux de panne croissant suggere une "usure pwobieme de fiabilité" : les éléments ont
de plus en plus de chances de tomber en panne tpitarndps passe.

[11.4.1 Papier de Weibull

Ce papier de Weibull sert a lire graphiguemenplammetres d'une loi de Weibull dans le cas
ou le parametre est nul.

En effet, la fonction de répartition associée a lanele Weibull de paramétrgs y = 0,n est
définie par :

t B
F(t)=1- e‘(ﬁ)

= In(1-F(®) = - (%)B
> —In(1-F() = (%)B

=>In(-In(1-F@®)) = ﬁln%

=In(-In(1-F(@®))) =p1Int—Blny
=>Y=pX—-LInny

La derniere équation obtenue est I'équation d'uoikeddans le repére rouge (O ; X ; Y)ou O
est le point correspondanXa= OetY =0soitat=1etF (t)=1- 1/e

Le parametre se lit directement a l'intersectiedaddroite précédente avec I'axe des abscisses
puisque celui-ci est gradué en échelle logaritheige qui est montré sur les figures 1ll.2.a et
l.2.b.

Le parametre est le coefficient directeur de latdrprécédente, il suffit de tracer une droite
paralléle a la précédente et de lire directemenbédficient directeur de cette droite sur I'axe
d'équation X=-1

Relations fondamentales :

B (=Y A7
» Densité de probabilitéf:(t):;.(TyJ e "7 avectzy

» Fonction de répartitionk(t) =1-e

_(t-y]ﬁ
Loi de fiabilité : R(t) =1-F(t)=e "
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Taux de défaillance :

B1 [ty AL
=10 __fO _ﬁ(t-_yj A7) 1 :,A(t)zg_(t_yj

Rt) 1-Ft) n'\ n n

MTBF et écart type :

+00 X X ﬁ t—- e _(t;y}ﬁ
E(t) =MTBF = [ “tf(t).dt = lim [“tf@).dt = lim [‘t2.| Y| 7/ gt
0 X 00 d0 X 00 d0 /7 ,7

E(t) =MTBF = y+/7.l'(1+%) =Aj+y

o=Bn

I" est une fonction mathématique complexe. A et B des paramétres issus de tables et sont
calculés a partir de la I®i.

p A B B A B B A B

1.50 0.9027| 0.613 |4 0.9064| 0.254
1.55 0.8994| 0.593 |41 0.9077| 0.249
1.60 0.8966| 0.574 | 4.2 0.9089| 0.244
1.65 0.8942| 0.556 | 4.3 0.9102| 0.239
0.20 120 1901| | 1.70 0.8922| 0.540 | 4.4 0.9114| 0.235
0.25 24 199 1.75 0.8906| 0.52% |45 0.9126| 0.230
0.30 9.2605| 50.08 |1.80 0.8893| 0.511 | 4.6 0.9137| 0.226
0.35 5.0291| 19.98 | 1.85 0.8882| 0.498 | 4.7 0.9149| 0.222
0.40 3.3234| 10.44 |1.90 0.8874| 0.486 | 4.8 0.9160| 0.218
0.45 2.4786| 6.46| | 1.95 0.8867| 0.474 | 4.9 0.9171] 0.214
0.50 2 4.47 2 0.8862| 0.463 |5 0.9182| 0.210
0.55 1.7024) 3.35| | 2.1 0.8857| 0.443 | 5.1 0.9192| 0.207
0.60 1.5046) 2.65| | 2.2 0.8856| 0.425 | 5.2 0.9202| 0.203
0.65 1.3663| 2.08| | 2.3 0.8859| 0.409 | 5.3 0.9213| 0.200
0.70 1.2638) 185| |24 0.8865| 0.393 |54 0.9222| 0.197
0.75 1.1906| 1.61| |25 0.8873| 0.380 | 5.5 0.9232] 0.194
0.80 1.1330) 1.43| | 2.6 0.8882| 0.361 | 5.6 0.9241| 0.191
0.85 1.0880| 1.29| | 2.7 0.8893| 0.355 | 5.7 0.9251| 0.188
0.90 1.0522) 1.17| | 2.8 0.8905| 0.344 | 5.8 0.9260| 0.185
0.95 1.0234| 1.08| | 2.9 0.8917| 0.334 |5.9 0.9269| 0.183
1 1 1 3 0.8930| 0.325 |6 0.9277| 0.180
1.05 0.9603| 0.934 | 3.1 0.8943| 0.316 | 6.1 0.9286| 0.177
1.10 0.9649| 0.87§ | 3.2 0.8957| 0.301 | 6.2 0.9294| 0.175
1.15 0.9517| 0.830 | 3.3 0.8970| 0.299 | 6.3 0.9302| 0.172
1.20 0.9407| 0.7871 | 3.4 0.8984| 0.292 (6.4 0.9310| 0.170
1.25 0.9314| 0.750 | 3.5 0.8997| 0.285 | 6.5 0.9318| 0.168
1.30 0.9236| 0.716 | 3.6 0.9011| 0.27§ | 6.6 0.9325| 0.166
1.35 0.9170| 0.687 | 3.7 0.9025| 0.272 | 6.7 0.9333| 0.163
1.40 0.9114| 0.66Q | 3.8 0.9038| 0.266 | 6.8 0.9340| 0O.161
1.45 0.9067| 0.6335 | 3.9 0.9051] 0.260Q0 | 6.9 0.9347| 0.160
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Exemple:
pourp=1,2,y=0 etn=550 heures®» MTBF = 0,9407x550+8517 heures.
Tableau IlI-1 : Coefficienté et B de I'équation gamma

.4.1.

—

(111.5)

1. Echelles utilisées sur le papier de Whedll :

Abscisse haute : échelle naturelle en X
Abscisse intermédiaire : échelle logarithmiquet(lex du parametre t)

Abscisse basse : échelle logarithmique (on faitespondre a chaque valeur de t son
logarithme népérien In t).

Ordonnée gauche : on place les valeurs de F fipercentage en échelleIn (-In (1 - F

(1))

Ordonnée sur l'axe X = -1 (lecture du paramétee)sont les valeurs In (- In (1 - F (1))

La figure 11.2 (a) t (b) montrent les différerages du papier de Weibull les parametres.
C’est un papier log / log qui comporte 4 axes :

Pourceniage Cumulé

2,0 10 0.0 1.0 Int 2.0 30 40
99.9 ! ! 1

‘ - [ 1 -
9.0 0 Raagat 01 L SRS i | N | T T

90.0=— EEEaEE

70,0

s

40 50 60 100

0,1 SR P
0.1 .2 0.3 0.4 0,5 0,6 0.8

Variable ¢
Loi de WEIBULL d'aprés B.G

Figure Il .2

Axe A : axe des temps sur lequel on porte les valeules TBF

Axe B : valeurs des probabilités de défaillancediculées par la méthode des rangs
moyens ou des rangs médians. On estime R(t) ppeR(E F(t)

Axe a : axe des temps en logarithmes népérierfs : In
Axe b : axe qui permet I'évaluation fle
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Figure I11.3. Papier de Weibull

A titre d’exemple :

On construit tout d'abord le nuage de points ({t)Fpuis une droite d'ajustement D, on lit la
valeur du paramétng sur I'axe des abscisses puis on trace la paré@lleke la droite D passant
par l'origine O du repere, on lit le paramédtreur I'axe d'équation X = -1.

Fipen . - .
2,) -10 / ) 2, 30 40 X=hi

99,‘“ T T
99,0 /

AL

0 Je 0304 06 DB ]/ 2 3 < 5678 2030405 /IUU

50.C 0 / =601 1
300 I+
W0 D' D
9l []
106
3¢ a
2 // i
“1F) /
¥ A
|jl7<_ /|
- (] /|
0z / / |
01, \B / |i .
i 17 03[ 06 08 ] 2 3 4 /6 78970 20030 20 50 100

Figure I11.4. Droites // du papier
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Exemple d’application (Weibull a deux paramétres)

Les défaillances d’un lot de roulements testés shasge donnent les résultats suivants

t/heures

65

80 10p140

190

260

310

400

500

660

820

1040

1250

1600

F(t) en %

15

213 5

8

13

17

24

33

46

58

72

82

92

Déterminong) et de la distribution
Etapes de résolution

En abscisse choix d’'une échelle de temps t: arfegpondt=100; a 10 correspond
t=1000

Tracer les 14 points de la distribution sur un geapu un papier de Weibull

Vérifier le bon alignement de I'ensemble des posits’est le cas tracer la droite de
Wiebull correspondante

Déterminer graphiquement la valeur de ToguT est égale a la valeur de I'abscisse du
point situé a I'intersection de la droite de Wellatlde I'horizontale passant par 63,2%
Résultat T=890 heures

Tracer une paralléle a la droite de Weibull pasgar un point de coordonnées [t=1
(ou 100) et Y=63,2].

Déterminer graphiquement la pente de la droite, dielle-ci sur I'échelle de mesure
verticale indiquée. Résultap=1,6

A Graphe de Weibull
2.0 1.0 0.0 10 i0 30 44
g0 L 1 1 | i )
99,0 B
90,0 S | O | B R T AN i e Fill I
70,0 ! i | "\\.J (] ! TS ! !
! | | ‘\l:b'\ } _l:}"\.—, J./ | n
soo| DI (L3 Lrl o L —|T=890 | |
: 1|71k 7
oy 1
10,0 Y Ol
e T —
50 | S S ot S L A
5 =1 ')/ I
20 - et L&
T A;,f'/
1.0 i 1
0.5
03 eF
L F heures
0,1 - + | - -
0,1 0,2 0_3] |I:I,-1U.5’CI,E 08 1 2. & 4 5E WA 20 30 405060 80 100 <
-'e—':ﬁ,:‘lﬁs 100 1000 10000

Figure IlI-5 : calcul graphique dp
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D’apres les résultats trouvés graphiquement supdgier de Weibull, En définitive la
t 1,6
distribution suit 1a loi #(£) = 1 — e~ (@0

Pour plus d'illustration, on présente ci-dessousédtpes successives de la construction du
papier de Weibull. Ces étapes montrent de facoficaxive la maniére de bien exploité le
graphe de Weibull qui a une importance expérimental

La graphe IlI-5 montre le placement des nuagepailets qui sont les MTF (moyenne des
temps de fonctionnement)

x10 x100 x1000

Figure IlI-5 : nuages de points

x10 x100 x1000

Figure 111-5 : droite reliant la maximum de points

69



x10 x100 x1000

Figure 111-6 : projection sur I'axe des temps et calculnde

¥
“
!
Ze
\ + i Droite =» y=0 i
\
| p=1,78 |
~| n=210
/ heures
B
x10 ‘ S X100 Z o x1000

Figure IlI-7 : droite // et calcule dp avecy=0

Finalement on obtient :

et MTBF =An+vy
MTBF=0.89x210=187 heures suivant la tableau 1.
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B A B
1.50 0.9027 0.613
1.55 0.8994 0.593
1.60 0.8966 0.574
1.65 0.8942 0.556
1.70 0.8922 0.540

|75 ~~ Jogee  Joss |
1.80 0.8893 0.511
1.85 0.8882 0.498
1.90 0.8874 0.486
1.95 0.8867 0.474

Si on change le MTBF ? comme illustré sur grapfdessous soit par MTBF=187 heures ,
on calcul aisément le taux de la fonction de digiade F(MTBF)=58% et on en déduit la
fiabilité RIMTBF)=42% puisque F(t) et R(t) sontsd®nctions complémentaires.

F(MTBF)=58%

/' > R(MTBF)=42%

MTBF=187
heures

x10 x100 x1000

Figure I11-8 : calcul graphique de F(t) et R(t)

Le graphe ci*dessous est un autre exemple de addck(t) et R(t) en fonction du MTBF
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R ;
i ST R(t)=80%
/ = F(t)=20% P
// T
/
= S
v ]
[ =
// T=90
> 7 heures
/
B
x10 ) Y x100 ’ ' ) S x1000

Figure I11-9 : calcul graphique de F(t) et R(t)
La valeur du coefficient de forme nous renseignelgs roulements fonctionnent dans la
3éme période de la courbe Baignoire c'est-a-dirghase de dégradation.

» Parametre d'échelle étén): Ce paramétre permet d'utiliser le papier d'AlRkit
guelque soit I'ordre de grandeur de t. Il n'a doss a étre interprété.

» Parametre de forme béta(f): Ce parameétre donne des indications sur le mode de
défaillances et sur I'évolution du taux de défaikes dans le temps. Les courbes des
figures I11.10.a, 111.10.b et 111.10.c, illustremespectivement ['évolution de la fiabilité,
de la fonction de répartition et du taux de déaitle en fonction du parametre de forme

8)

Fiabilité R(0)

35

Temps

Figure 111.10.a : Fiabilité
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1,0 1

0,8

(4]

0,6 +

A WN RO

0,4+

Fonction de répartition F(t)

0,2 1

0,0 T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30

Temps

Figure Ill. 10. b : Fonction de répartition

0,010

(4]

0,009

0,008

monnon
EWNP O

T

0,007

0,006

-
|
iy
a
o
o

a=0

0,005

0,004

0,003

Taux de défaillance A(t)

0,002

0,001 Vi

0,000 ﬁ

Figure 11.10.c : Taux de défaillance

On peut donc remarquer que si :
= B <1 =>\(t) décroit— période de jeunesse.
= B =1=>k(t) = ¢® — indépendance du temps.
= pB>1=>)\(t) croit — période d’obsolescence.

< 1.5<p > 2.5— exprime un phénomeéne de fatigue.
- 3 <p> 4— exprime un phénomene d'usure.

Remarque :

Si p=3.5 => f(t) symétrique =hstribution normale.
Le paramétre de position gamma donne des indicaton le retard de la fonction f (t). La
figure 111.10.d montre cette variation.
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e

%k (Lo (be r
Figure 111.10 d : Les courbes de f(t)

< Avec v < 0 ceci explique gu’'une probabilité de défaillanct déja présente au

moment de l'installation du systeme.

< Avec vy = 0 une probabilité de défaillance sera présente a@énise en service du
Systeme

< Avec y > 0une probabilité de défaillance dans les premiargfisations du systeme
est nulle.

Il est aussi intéressant de savoir a quel indtafiabilité atteindra un seuil déterminé, en
particulier les roulements a billes

(=) CNF N8 B ¥, 7
R(t)ze(ﬂj 3|NR(t)=—(t—yj —In-t =(t yj ! y=(|n 1 jﬁ:tzn.(lnijﬁﬂf
n R(t) \ 7 n R(t) R(t)

Exemple : on veut savoir I'évolution du seuil de fiabilitéust roulement dont les données
sont : n1=9100000 etp=1,11. On considere une loi de Weibull a deux pataes {=0).
D’apres I'expression précédente, on remarque kaedécroissance de la fiabilité avec le

temps.

1,1
1,0
@ e p=1,11]
[
Q g9
£ —=— =9100000
S ] roulement & bille
O 0,8+
wn
3
O 0,7 4
=
=
C_U Or6_ u
LL
0’5 T T T T T T T T T T T
0,00 1,50x10° 3,00x10° 4,50x10° 6,00x10° 7,50x10° 9,00x10°

temps en h
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[11.5. Exemples d'applicatior

[11.5. 1. Cas d’'un réducteur de vitess

Pour justifier notre choix de la loi Weibull, nous considérons un exete d’application sur
un matériel mécanique. Il s’agit d’'un réducteur uiiesse présenté a la figurll.11. Les
différents composants et leurs paramétres sonepi€s au tableaill . 1.

Y ot ?"’f?’?@_’ﬂ
Ryl Falgiicai ottty
¥ \

.6 O

Figure Il1.11. Réducteur de vitesse

Les différents composantcritiques vi-avis de la fiabilité sont les suivants: deux ro
dentées, un engrenage, deux roulements et deus pilevres, d’aprés la réféerendl], on
propose de leurs associer comme loi de défailldacdistribution de Weibull dont le
paranetres figurent dans le tableau n s’exprime en tours d’arbre d’eée), en supposant les
parametres de décalage niy=0).

Tableau. IlI1. Données Des composants du rédu

Composan ] 3
composant 1 Roue dentée 38000 1,4
composant 2 Roue denté2 70500 1,8
composant 3 Engrenag 1966600 13
composant 4 Roulement 9100000 1,11
composant 5 Roulement 15200000 1,11
composant 6 joint & levre radial 66000000 1,0
composant 7 joint a levre radial 6000000 1,0
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111.5.1.1 Modélisation du systeme

En général, un systéme se représente sous formesdhéma bloc. Ceci sous-entend qu’une
analyse topologique préalable du systeme doitréaksée. La défaillance de tel composant
entraine-t-elle la défaillance du systeme? Sip@mée est affirmative alors ce composant doit
étre associé en série. La figure 111.12, montrecleéma de la modélisation.

ﬂi—b Rouel >I Roue2 4>|—> Engrenage

A\ 4

composantl composant2 composant3
Roulementl 4’|—> Roulement2 4’|—> Jointl 4’|—> Joint2 4’|
Composant4 Composant5 Composant6 Composant7

Figure 1l1.12. Schéma bloc du réducteur

[11.5 .1.2 Calcul et résultats

La fiabilité du systeme est calculée en fonctios fiabilités des sept composants qui le
constituent. On calcul les valeurs de R(t) et F@pur différents parameétres de la loi de
Weibull & savoir :

t—y)ﬁ

R(t) = e_(T et F(t) =1—-R(t)

Composant 1: y=0, 3=0.1 ety=38000
La courbe de la figure 111.13 donne l'allure desdtions R (t) et F (t) de la roue dentée 1.

1,24
1,14
1,04
0,94

0,8
= 0,71

LL

= 0,64

e ] —a—R (t)
x 0.5 ——F (1)

04
03]
02

0,1
0,0

0 1000000 2000000 3000000
temps

Figure 111.13 courbes de R (t) et F (t) de la roualentée 1

Composant 2: y= 0, 3= 0.4 e= 70500
La courbe de la figure 111.14 donne l'allure desdtions R (t) et F(t) de la roue dentée 2
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R@®.F@®

0 1000000 2000000 3000000
temps

Figure 111.14. courbes de R (t) et F (t) de la roualentée 2

Composant 3 :y=0, 3=0.7etn=1966600
La courbe de la figure 111.15 donne l'allure deadtions R(t) et F(t) de I'engrenage

T T T
0 1000000 2000000 3000000
temps

Figure Ill. 15. courbes de R (t) et F (t) de 'engenage

Composant 4 :y=0, 3=1ety=9100000
La courbe de la figure 111.16 donne l'allure deadtons R(t) et F(t) pour le roulement 1

1,01
0,94
0,8+
0,74

0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0,0

—=—R(Y)
—e—F (t

R ().F )

0 1000000 2000000 3000000
temps

Figure Ill. 16 courbes de R (t) et F (t) de roulemet 1

Composant 5 :y=0, 3=1.5 ety=1520000
La courbe de la figure 111.17 donne l'allure deadtons R(t) et F(t) pour le roulement 2
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11
l,O'W
0,9

0,8
0,74

=

= 0,64 —=—R (1)
—o—F (t

@ 0,41
0,3
0,2

0,1+

0,0 -M

0 1000000 2000000 3000000

temps

Figure Ill. 17 courbes de R (t) et F (t) de roulemet 2

Composant 6 :y=0 [3=3 etn=66000000
La courbe de la figure 111.18 donne l'allure desidtons R (t) et F (t) pour le joint a levre
radial 1

11
1,01
0,94
0,8+
0,74

= 0,51 —o—F (t
x 0,4
0,34
0,24
0,14
0,0

0 1000000 2000000 3000000
temps

Figure Ill. 18 courbes de R (t) et F (t) de joint dévre radial 1

Composant 7 :y=0, 3=10et 1=6000000
La courbe de la figure I11.19 donne l'allure desi¢tons R(t) et F(t) pour le joint a lévre
radial2

1.1
1,0-%
0,9
0,8
0,71

= 0,5

x 0,4
0,3
0,2
0.1 e e e
0,0 anee . ,

0 1000000 2000000 3000000

temps

Figure Ill. 19 courbes de R (t) et F (t) de joint dévre radial 2
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Sur les figures 111.20.a et 111.20.b, sont rassedeisl les courbes précédentes relatives a R(t) et
F(t) pour pouvoir faire une meilleure comparaison.

1,1
1,0
0,9
0,8
0,7
—=— 3=0,1
ﬂ\0,6 —e—p=0,4
=05 —A— B=0,7
a4 —v—B=1
0,4 ~—<p=1,5
0,3 X —»—pB=3
\ —o— =10
0,2
0,1 ®eq
0,0 . “f"”"-”"*.‘ —
0 1000000 2000000 3000000

temps

Figure IV. 20. a. Courbes R (t) pour3=0.1,0.4.7,1 ,1.5, 3, 10

F®

0 1000000 2000000 3000000
temps

Figure IV.20.b. Courbe F (t) pour 3 =0.1, 0.4 ,0.71 ,1.5, 3,10

Conclusion

A travers le précédant calcul, nous avons moninépbrtance de ['utilisation de la loi de
Weibull comme modele pour décrire le comportemdes systémes mecaniques. Les
différentes courbes obtenues pour le réducteur rexantlairement que la durée de vie du
mécanisme est liée a celle de la roue dentéeeé@i2len premier lieu Ce qui est a notre sens
plus logique. Ceci conduit de maniére généraleeé honne maitrise de la maintenance de
tout le systéme en mettant I'accent sur les élésrestplus pénalisants.
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[11.5.2 Cas d’'une Vis sans fin

1
2
Figure 111.21. vis sans fin
Tableau. 111.2. Données Des composants de la vis fia
Composant B ] N d'entrée | N sortie
composantl| vis sans fin 0’1'0’2'_2’07'1'1'5' 540000 1500 --
composant 2| roue d’entrée 0,1-0,4;-_(:)L,07-1-1,5- 43200 - 120

[11.5 .2.1 Calcul et résultats

La fiabilité du systéme est calculée en fonctios fil@bilités de deux principaux composants
qui le constituent. On calcul les valeurs de R{(tf@ pour différents parametres de la loi de
Weibull & savoir :

t—y)ﬁ

R(t) = e"(T et F(t) =1—R(t)

Dans le calcul ci-aprés, on considgre 0 et en faisant varier les deux autres parameétres a
savoir 3 ety).

Cas 1:y =0 y=540000

La courbe de la figure 111.18 donne l'allure desdtons R(t) et F(t) de la vis sans fima
constante et avec variation du coefficient de forf
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1.0 P S S S

0,94
0,84
0,74

0,6 —8—3=0,1
€ 0,5 DEa

F®

0,4+ —v— =1
0.3 —4—p=15
——B=3
0,24 —e— B=10
0,14

0,0

—— T 00+—4——%—% % 2 3 T 2 S + 5
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
temps temps

Figure 111.22 La courbe de R (t) et F (t) de la vissans fin. Pour n= 540000

Cas 2:y =0 p=43200

La courbe de la figure I11.23 donne l'allure desdtions R (t) et F (t) de la rouegéconstante
et avec variation du coefficient de formf

04
Ul A o o o e e -
0,94
0,84
0,74
0,64
e 0,54 —a—3=0,1]
o —e— =04
0:41 —A—B=07|
0,3 —v—p=1
—<— =15
0,2- B3
0,14 —— =10
0,04+ T T T T T

Figure 111.23 La courbe de R (t) et F (t) de la rowe. Pour = 43200

Dans le calcul ci-apres, on considgre2 en faisant varier les deux autres parametresairsa
3 ety.
Cas 1: y=2 n=540000

Le calcul de R (1) et F (t) se fait a partir desme8 expressions que précédemment.
La courbe de la figure 111.24 montre I'évolution Be(t) et F (t) pouty= 2 relative a la vis sans
fin ayp constante et avec variation du coefficient de ®rfh
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1,0
0,94
0,81
0,7 1
0,64

£ 0,5 == =01 >
x —o—p=04 w

0,41 —A—B=07

0,3 vl

—<4— B=15

0,24 —»— =3

0.1 —&— =10

0,0 T T T T T T

0 5 10 15 20 25 30 35 35

temps

Figure 111.24 La courbe de R (t) et F (t) de la vissans fin. Pour = 540000

Cas 2: y=2 p=43200

La courbe de la figure 111.25 montre I'évolution Be(t) et F (t) pouy= 2 relative a la roue. a
1) constante et avec variation du coefficient de forfh

5
11 05
1,01
0600000000000 000000
i 0,4
09
0,8
0,74 0,3 —=—3=0,1
— —o— (=04

= 08 —=—(3=01 LtIf —A—B=0,7,

x 0,5 604 0,2 I Bil
0,4 —A—B=07 p=15

) —>— B3
0,3 p= 0,1 —e— B=10
02 < p=15
b2 —— B3 co000 0000000000000
0.1+ ——p-10 ++000000000N AAAAddAAdddddd A
\ 0,0 pasiagtditpidibdpdbddopobbbdpldddt —
0,0 : : : : : : 0 5 10 15 20 25 30 35
0 5 10 15 20 25 30 35 temps
temps

Figure 111.25 La courbe de R (t) et F (t) de la rowe. Pour n=43200

Dans le calcul ci-apres, nous avons on consigere-2 en faisant varier les deux autres
parametres a savols etr.

Cas 1: y=-2 n=540000
Le calcul de R (t) et F (t) se fait a partir desme8 expressions que précédemment.

La courbe de la figure 111.26 montre I'évolution &e(t) et F (t) poury= -2 relative a la vis
sans fin & constante et avec variation du coefficient de forfh
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= —=— (=01
o 0,4 —e— (=04
—A— B=07
0,3+ —v—B=1
024 —4— (=15
—>—p=3
0,14 —— =10
010 T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35

temps

031 W

—a—p=0,1
—o— (=04
—A—B=0,7
—v—p=1
—<4—p=15
—— =3
——B=10

0,21

F®

0,1

“00000000“0"0““““““0
0,0 2 el el Bl e e

0 5 10 15 20 25 30
temps

Figure 111.26 La courbe de R (t) et F (t) de la vissans fin. Pour n= 540000

Cas 2: y=-2 n=43200

La courbe de la figure 1ll, 27 montres I'évolutida R (t) et F (t) pouy= 2 relative a la roue a
1) constante et avec variation du coefficient de forfh

—a— (=01
£ 051 —o— =04
& 044 —A—B=07
v Bl
0,3 < p=15
02 ——p=3
—& =10
0,1
0,0 T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35

temps

35

0.3 —a— (=01
—e—(=0,4
—A— (=07
—v—p=1
—<4—B=15
—»— B3
—e— (=10

F®

0,11

N
. .."HJQﬂm’"°"'
) oo o0

0.0 A.AAA?AAAA?AAAA?AAAA:A&A&%A*A‘#

0 5 0 15 20 25 30
temps

Figure 111.27 La courbe de R (t) et F (t) de la rowe. Pour n=43200
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111.5.3 Application pneus

Pour cet exemple nous appliquons la loi de Weidic un ajustement.

t—y\P
R(t) = e_(T)
Tableau 1.3 des données des pneus :
Pneus défaillants durantNombre cumulé de pneus
Temps la Dér e Nombre de pneus restant
a période défaillants
0 - 0 2500
1 5 5 2495
2 15 20 2480
3 40 60 2440
4 90 150 1350
5 160 310 2190
6 200 510 1990
7 250 760 1740
8 350 1110 1390
9 600 1710 790
10 450 2160 340
11 250 2410 90
12 60 2470 30
13 20 2490 10
14 10 2500 0
15 0 2500 0

I11.5 .3.1.Calcul et résultats

La fiabilité des pneus est calculée en fonctionfasslités. On calcul les valeurs de R (et
(t) pour différents parametres de la loi exporediati a savoir :

= a=012p=44 n=1
Tableau lll. 4 des calculs et résultats :

Pneus défaillants Nbre cumulé de Nbre de pneus
Instant t durant la période | pneus défaillants restants R(®) AQ)

0 - 0 2500 1.000 -

1 5 5 2495 0.998 | 0.002
2 15 20 2480 0.992 | 0.006
3 40 60 2440 0.976 | 0.016
4 90 150 2350 0.940 | 0.037
5 160 310 2190 0.876 | 0.068
6 200 510 1990 0.796 | 0.091
7 250 760 1740 0.696 | 0.126
8 350 1110 1390 0.556 | 0.201
9 600 1710 790 0.316 | 0.432
10 450 2160 340 0.136 | 0.570
11 250 2410 90 0.036 | 0.735
12 60 2470 30 0.012 | 0.667
13 20 2490 10 0.004 | 0.667
14 10 2500 0 0.000 | 1.000
15 0 2500 - - -
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Casl:0=0.12 =44

nombre des pneus restants

R = nombre total des pneus

A0t = pneus défaillants durant la période

nombre des pneus restants

La courbe de la figure 111.28 donne l'allure desdtons R (t)

1,0+ —A§A\

0,8—- A\

0,6—: \

R()
—

0,4+

0,24

O!O_ — T T T T T T T T é-/\_? 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16

temps

Figure 111.28 La courbe de R (t) des pneus

La courbe de la figure 111.29 donne l'allure desdtonsh (t)

1,2
1,1
1,0 At *
0,9
0,8
0.7 as
0,6

0,5 /

0,4
0,3 /
0,2 #
0,14 e,

0,0 Fersperi

r~r~T1TrrrrrrrrrrrrrrTrrTrT T T T T T T T T T T
0123456 7 8 91011121314151617
temps

A1)

Figure 111.29.La courbe de A (t) des pneus
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[11.5 .3.1.Calcul et résultats
La fiabilité des pneus est calculée en fonctionfasslités. On calcul les valeurs de R (et
(t) (théorique) pour différents parametres de i@&Weibull a savoir :

—(a—1t)B
R(t)théorique =e (@D
a=0.12 =44

Tableau Ill.5 des calculs et résultats :

t R (t) théorique A(t) théorique R (t) observé A(t) observé

0 1.000 - 1.000 -

1 1.000 0.000 0.998 0.002
2 0.998 0.004 0.992 0.006
3 0.989 0.016 0.976 0.016
4 0.961 0.044 0.940 0.037
5 0.900 0.093 0.876 0.068
6 0.790 0.173 0.796 0.091
7 0.629 0.292 0.696 0.126
8 0.434 0.460 0.556 0.201
9 0.246 0.686 0.316 0.432
10 0.107 0.981 0.136 0.570
11 0.034 1.357 0.036 0.735
12 0.007 1.824 0.012 0.667
13 0.001 2.395 0.004 0.667
14 0.000 3.081 - 1.000
15 0.000 3.895 - -

La courbe de la figure 111.30 donne l'allure desdtons R (tieorique€t R (t)observé

1,24
l,l—-
1,0 —-!—375%@“\
B ~, \ , .
0.9+ 3 —8— R(t) théorique
08+ —eo— R(t) observé
0,74 3]
0,6—- 0\

R(t)

0,5

04-
0,34 \é\

0,24 \
0,14

1 a%a,,-mm
0,0 11T T R P
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Temps

Figure 111.30 La courbe de R (t) théorique €t R (t) observe d€S pneus
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La courbe de la figure [11.31 donne l'allure deadtons (t) teorique€tA (t) observe

5,0
4,5
4,0
3’5_. —&— \(t) théorique
3‘0__ —=8— \(t) observé
9 2,5—_
< 2,04
1,54
1,0
0,5- -
0,0 4 B S
0123456 7 8 91011121314151617
Temps

FIgUI’e I“31La Courbe de;u (t) théorique ;\4 (t) observé deS pneUS

Conclusion

Nous constatons a travers cette application quéoilaxponentielle n’est qu'une forme
ameénagee de celle de Weibull. L'ajustement de ceédmiere a permis de décrire le
comportement de la défaillance du pneumatiqueisNlemarquons la bonne concordance des
courbes théoriques et observées. Les différemtsmgrres de la loi de Weibull peuvent étres
modifiés suivant la nature du comportement du nedtér
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Chapitre I: Maintenabilité

|. Définition
Dans des conditions données, la maintenabilitd’astitude d’'un bien a étre maintenu ou

rétabli dans un état ou il peut accomplir une famctrequise, lorsque la maintenance est
accomplie dans des conditions données, en utilg@procédures et des moyens prescrits.

Maintenabilité = étre rapidement dépanné

C’est aussi la probabilité de rétablir un systenamsddes conditions de fonctionnement
spécifiées, en des limites de temps désirées,erta maintenance est accomplie dans des
conditions données, en utilisant des procédurds®tnoyens prescrits.

A partir de ces définitions, on distingue :

» La maintenabilité intrinseque : elle est « construite » des la phase de concegtjmartir
d’'un cahier des charges prenant en compte lesrasgitde maintenabilité (modularité,
accessibilité, etc).

» La maintenabilité prévisionnelle : elle est également « construite », mais a padir d
I'objectif de disponibilité.

 La maintenabilité opérationnelle : elle sera mesurée a partir des historiques
d’interventions.

L’analyse de maintenabilité permettra d’estimeM@&TR ainsi que les lois probabilistes de
maintenabilité (sur les mémes modéles que la iiahil

.1 Commentaires :

La maintenabilité caractérise la facilité a renmthu de maintenir un bien en bon état de
fonctionnement. Cette notion ne peut s'appliqué du matériel maintenable, donc réparable.

«Les moyens prescrits englobent des notions tres diverses : moyenspasonnel,
appareillages, outillages, etc.

La maintenabilité d'un équipement dépend de nonxifisaieurs :

Facteurs liés a Facteurs liés au Facteurs liés a la
'EQUIPEMENT CONSTRUCTEUR MAINTENANCE
. - conception - préparation et formation d
- documentation

tud 4é - qualité du service aprés-vente personnels,
- aptitude au demontage _ ¢, ijita d'obtention des ipces - moyens adequats

- facilité d'utilisation de rechange - études d'améliorations
- colt des pieces de rechange | (maintenance amélioratives
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Remargue:

On peut améliorer la maintenabilité en :

O Développant les documents d'aide a l'intervention
O Améliorant I'aptitude de la machine au démontagedffitations risquant de codter cher)
O Améliorant l'interchangeabilité des pieces et snsgemble.

.2 Maintenabilité et maintenance :

Pour un technicien de maintenance, la mainten@lekt la capacité d’'un équipement a étre
rétabli lorsqu’un besoin de maintenance apparditéé de «facilité de maintenir » se
matérialise par des mesures réalisées a partautéss d’'intervention.

Il est évident que la maintenabilité intrinseque ks facteur primordial pour que la
maintenance soit performante sur le terrain. Emteffine amélioration ultérieure de la
maintenabilité initiale n’est jamais chose facile.

Il est donc indispensable que la maintenance sa@é&hair ses besoins et les intégrer au cahier
des charges d’'un équipement nouveau afin que cefuiisse étre facilement maintenable.

[.3 Maintenabilité et disponibilité :

LOGISTIQUE DE
MAINTENANCE

FIABILITE MAINTENABILITE

Y

DISPONIBILITE

Le schéma ci-dessus rappelle les composantes displanibilité d’'un équipement. Il met en
évidence :

* Que la maintenabilité est un des leviers d’actionrpaméliorer la disponibilité et
donc la productivité d’'un équipement.

* Que la fiabilité et la maintenabilité sont 2 nosguaralleles de méme importance (et
dont les démarches d’analyse sont semblables).

I.4 Construction de la maintenabilité intrinseque:

La construction de cette maintenabilité doit prenein compte un certain nombre de criteres
listés en pages suivantes et intégrés dés la pleasenception d’'un nouvel équipement.

» Modularité et interchangeabilité :

La conception modulaire d'un équipement repose I'sige de la simplification de sa
fabrication, mais aussi de la simplification densaintenance grace a l'interchangeabilité des
modules.

La facilité de l'interchangeabilité (carte élecicue par exemple) est un facteur favorisant le
transfert de taches vers les opérateurs, danssleleda TPM. Le module de remplacement
peut provenir
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d'un stock interne (module neuf ou remis en staeksaréparation) ;

d'un stock externe (module ou composant tenu ek strez le fournisseur) ;
du bien lui-méme (par échange de deux élémentditdiis, redondance) ;
d'un bien identique hors service ou déclassé (batisation) ;

d'un bien différent comportant le méme module;

d'un atelier de fabrication. Dans le cas d'un caapy il doit étre fabriqué dans le
respect des spécifications et des tolérances nisgmral (joint d'étanchéité, coussinet
de palier, etc).

Cela offre une gamme large de solutions pour osganine intervention. L'interchangeabilité
suppose le respect des normes (ajustements, @&ketagroduits, lubrifiants, raccords,
connexions, etc).

» Standardisation :

Elle vise a la simplification par réduction aussrben matiére de fabrication que de
logistique et de maintenance. En maintenance siierce a tous les niveaux techniques et
commerciaux, en permettant la réduction des stagksi bien que la rapidité et la simplicité
des interventions. Prenons quelques exemples :

Les équipements : il est plus facile de maintefimiachines de méme type que de
types différents.

Les technologies : il est plus facile de se tenimamodéle d'automate et de former
les techniciens a sa programmation que de muitil@geformations.

Les modules : utiliser 20 moteurs électriques oup@Mpes centrifuges identiques
offre plus de facilité d'organisation de la mairtece que s'ils étaient tous différents.

Les outillages : démonter tout un module avec Ugede 13 est plus simple que
d'avoir a inventorier toute sa caisse a outils.

Les composants élémentaires : quincaillerie, vissgraisseurs, robinets, trappes de
visites, interrupteurs sont autant d'éléments gstifacile de standardiser.

Les lubrifiants et leur fournisseur : ne pas sulegepréconisations par références de
marque, qui conduiraient a une profusion de fliesxiste des tableaux d'équivalence
et il suffit de 5 types d'huile et de 2 types daigge pour assurer la lubrification d'un
site industriel.

Les procédures : standardiser leur présentatidlitédexploitation.

hY

Les fournisseurs : un équilibre est a trouver eméremonopole accordé a un
fournisseur privilégié et la multiplication des sces.

Notons que la normalisation est un outil de stagidation, qui elle-méme facilite
interchangeabilité.

> Accessibilité :

Elle est caractérisée par la rapidité avec laquelleélément peut étre atteint. Elle doit étre
d'autant mieux maitrisée que la fréquence probddédeopérations de maintenance est grande.
C'est le cas des filtres, des graisseurs, desspd@ntéglage, de mesure, de surveillance, etc.
Dans certains cas, l'accessibilité peut étre défnir des bases réglementaires touchant a la
sécurité (exemple : échafaudage) ou ergonomiquesefdions de l'ouverture d'un « trou
d'’homme » ou d'une trappe de visite).
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> Aptitude a la pose et a la dépose :

Elle concerne les modules qui nécessitent un éehatandard en préventif ou en cas de
défaillance. Elle concerne les liaisons a suppripoer isoler le module de son ensemble.
Prenons I'exemple d'un groupe moteur électriquarige centrifuge : la dépose se rapporte a
I'électricité (consignation, acces au bornier, catigue), a I'hydraulique (vannes d'isolement,
vidange, boulonnerie des brides), a la mécaniqoaldbnerie de la fixation). Des solutions
plus ou moins rapides existent pour faciliter cmecule ces opérations de maintenance.
Quelques problémes a optimiser pour amélioreritiaje a la pose / dépose

* réduction du nombre de liaisons ;
* réduction du nombre d'outils a utiliser (standaatios des liaisons) ;

e assurer un pré positionnement a la pose : rep@tess de centrage, rails de guidage,
détrompeurs ;

« absence de réglages, préférable a des réglagesdodglicats ;
. facilité d'acces.
Notons que l'interchangeabilité d'un module sedaitvent en « temps réel » d'indisponibilité

de I'équipement, contrairement a sa remise erréafisée en temps différé. Son aptitude a la
dépose est donc un facteur de disponibilité deulgement.

» Démontabilité :

Elle concerne l'acces plus ou moins facile et ptus moins rapide a des composants
potentiellement « fragiles » et inaccessibles loeste sous-ensemble est monté. Elle se
caractérise par des manceuvres rapides (portesities\et capots avec verrous et charnieres)
demandant un minimum d'outils standards et fae#it9par une documentation efficace
(perspective éclatée montrant le fractionnemenetigaents).

> Détectabilité :

Elle concerne la réduction des temps de localisattode diagnostic, principalement pour les

PC des équipements. Un logiciel de recherche kEtaddisation des défauts, les outils d'aide au
diagnostic, une supervision, mais aussi un simplgant ou le repérage des cables et des
points de mesure sont autant d'éléments de rédutéi® temps d'investigation. La réalisation

d'une AMDEC amene le concepteur a évaluer le eritedétectabilité » et a proposer des

solutions si nécessaire.

» Autres critéres de maintenabilité :

Tout ce qui peut étre intégré a la conception dguipement afin de faciliter sa maintenance
ultérieure est un critere de maintenabilité. Il est ainsi pour linstallation de compteurs
d'unités d'usage, pour les taraudages permettéimataon d’un accéléromeétre de surveillance
vibratoire, pour le repérage visuel des graissequogr la présence d'un anneau d'élingage sur
le bati, etc.

» le soutien logistigue accompagnant I'équipemenégatement un critere de maintenabilité.
Quelques exemples :
* la possibilité de dépannage par téléphone (télésrance) ;
« la formation des techniciens aux interventionsexiives probables ;
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» |'obtention rapide de piéces de rechange sans aitdbie références ;

* le sérieux, la pérennité et la proximité du SAV
La logistique de maintenance est distincte de lantmaabilité. Beaucoup d'éléments de la
logistique de maintenance convergent avec les @l&nte maintenabilité intrinseque afin de
réduire les temps d'intervention et les colts @pwhibilité des équipements industriels.
Citons en particulier :

» la qualité de la documentation technique (DTE),

» la disponibilité des rechanges en stock interne,

» |'efficacité des moyens mis a disposition.

»  Techniques
Informations Motices I »  Utilisateurs
. Maintenance

" Préhension
. Testabilits
Accéssibilité

- Conception

Aptitude au démontage
Interchangeabilité (&Ements normalisés)
Indicateurs de dégradation (ssuils)
Construction modulaire

Facilité de remise en service

Maintenabilité

. Piéces de rechange  ° g'_c'”t it
Soutien aprés la vente - sponibiie
. Retour d'expérience
s « Dutilage
. . s  Moyens de manutention
| | Gestion de l'utilisateur . Logistique e Qualité des intervenants
< s Aide au diagnostic
. Consignes
. Historiques ; retour d'expérience

I — ANALYSE DE LA MAINTENABILITE OPERATIONNELLE :

Comme pour la fiabilité, les analyses de Maintelitalopérationnelle se justifient :
 Dans le cadre d'une évaluation précise de la dibfité@ opérationnelle d’'un
équipement.
* Dans le cadre de la génération de standards destempnterne afin d’améliorer
I'ordonnancement ou de mieux maitriser certaingscdilects.
» Dans le cadre de la rédaction de clauses de mabitiéé quantifiées pour de futurs
équipements.
* Dans le cadre de la recherche d’amélioration peemande I'efficacité des actions
de maintenance.
Les analyses reposent sur le traitement d’échamsillde N durées d’intervention TTR
collectées sur I'historique des interventions reést a un équipement. Comme pour la
fiabilité, ces données peuvent se rapporter a gtesye complet ou se limiter aux seules
interventions sur un module sensible en particulier
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I — APPROCHE MATHEMATIQUE DE LA MAINTENABILITEM(  t):

La maintenabilité peut se caractériser par sa MTIWRan Time To Repair) ou encore
Moyenne des Temps Techniques de Réparation.

Y. Temps d'interventionpour n pannes

MTTR =
Nombre de pannes

La figure ci-dessous schématise les états sucsegsifpeut prendre un systéme réparable :

Début

. d’intervention )
Mise en 1ére Remise 2éme

service  défaillance en service défaillance

A\ Y \ \
Bon fonctionnement —Attente—LRéparation—' Bon fonctionnement >
Durée
d’'usage

\

- ——MTTR—»

—MTTF——»4+——FMDT—— a————MUT——

- MTBF

A

Les N valeurs de I'échantillon des durées d'intgiga seront relevées a partir des bons de
travaux complétés, puis portés sur I'historique @quipement, que ce soit sous une forme «
papier » ou « écran ».

L’analyse de maintenabilité peut porter sur I'ensknde I'équipement (afin de déterminer sa
disponibilité opérationnelle le plus souvent), aul&in quelconque de ses modules. C'est ainsi
gue sont élaborés par exemple les barémes de tlmgparation automobile.

Il existe une analogie forte entre les notions idbilité et de maintenabilité. Les démarches
d’analyse sont donc semblables :

O La VA: c’est la durée d’intervention corrective pteventive de maintenance. Elle
se notet = TTR (Time To Repaiou Temps Technique de Répara)iode moyenne
MTTR.

U La densité de probabilité est notée g(t). La distion des durées d’intervention est
cependant dissymétrique. Les lois de probabilitétaples a cette dissymétrie sont la
loi «log normale», la loi xgamma» et la loi ©LVE » des valeurs extrémes appelée
aussi loi de&Gumbel

0 La fonction de répartition est notée M(t). Elle erme la
probabilité qu’une intervention ait une durée TTR,<ou que le M(t) =1—e H
systéme en panne at =0 soit rétabliat:

M(t) = g(t).dt = Prob(TTR < t).
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Q

_ g9®
u(t) = o)

De facon analogue au taux de défaillance, on
définit untaux de réparation u(t) tel que :

E(t) =MTTR =t =1/,

Les calculs prévisionnels de maintenabilité repbsen ’hypothesexponentielle signifiant
ici que le taux de réparation est supposé constamtrépartition des TTR est alors

exponentielle.

4
M(t)

M(t)

v

MTTR

Analogie des analyses de fiabilité et de maintendibé :

FIABILITE

MAINTENABILITE

Probabilité « durée de bon fonctionnement »

Praib@ldie « durée de réparation »

R(t) = P(T, > t)

M(t) = P(Tg <t)

Variable aléatoire : temps de fonctionnement

Vaeiabeatoire : temps de réparation

Densité de du

défaillance : f(t)

probabilité temps

avamensité de probabilité du temps de réparatic

g(t)

n :

Fiabilite :

+00 "
R(t) = J f(t)dt = e Jo 2Ot
t

Maintenabilité :

M(E) = f

0

t
g()dt = 1 — e~ lor®d

Taux de défaillance A(t) :

f@  f®

ADdt = S = Tor D

Taux de réparation p(t) :

g

rOdt =170
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MTBF= mean time between failur :

+ +00

"t Fodt = f R(D)dt

MTBF = j
0

0

MTTR= mean time toepail :

+o0
MTTR = f t.g(t)dt

0

Relation fondamentale:

f() = A(b). RINIOLE

Relation fondamentale:

git) =u(t).e” Jy n(Odt

Lois usuelles:
SiA= constant, loi exponentiel

R(t) = e
Si AM(t) est varidle, loi de Weibull (loi a <
parametres)
f(t)‘

M)

Lois usuelles:
Si u= constant, loi exponentiel
Mit)=1— e ™

Si u(t) est variable, loi lo-normale (distributior
fréquence des durées d’interventions
maintenance), paramétim eto

gt ‘

Loi log-normale

1.

Une modélisation par {a loi de Weibull
avec2 < < 3 est possible

wag

Y.

Application : systémes réparables ou r

Application : systemes réparabl
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IV Exemples d’application

On posséede un échantillon de N=19 valeurs issuestdur de bons de travaux en clientéle,
dans le cadre d’'un contrat de maintenance. Cesv@mgons correctives se rapportent a un
méme module fragile de I'équipement a maintenire Wevision des prix du contrat s'impose.
Mais sur quelle base de temps ?

L’objectif est donc de déterminer, a I'aide dedallVE la loi de maintenabilité du module et
sa MTTR.

O Les TTR relevés et classés par ordre croissante®stivants :

Ordre i TTR (heures) M (t;)
1 3.4
2 3.6
3 4.3
4 4.5
5 4.8
6 5.5
7 5.9
8 6.4
9 6.8
10 7.3
11 8
12 8.5
13 9
14 9.7
15 10.3
16 11.5
17 12.7
18 13.9
19 16

La loi des valeurs extrémes LVE a pour fonctionméfgartition :

_e—a(t—u)

M(t)=e = P(TTR < t)

Les parametres &» et «u » représentent respectiveméimverse de la pentedu «papier
fonctionnel de Gumbel» et le «paramétre de localisation».

L’espérance mathématique de la loi a pour valeur :

0.5778
E(t) = MTTR =u+

Travail demandé :

1. Déterminer les valeurs des M(par approximation des rangs médians et compléter
tableau ci-dessus

Porter les couples de points (N(TTR) sur le papier fonctionnel de Gumbel
Tracer la droite de régression

Déterminer les parametres « a » et « u » de deld@umbel

Etablir la loi de maintenabilité

Calculer la MTTR

o ubhwb
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© o N

Calculer la probabilité associée a la MTTR
Calculer la probabilité de terminer en moins dénédres puis en moins de 5 heures
Refaire les questions 7 et 8 de maniere graphique

. Déterminer le TTR correspondant a une probabikt®@Pb

Période de retour, T
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Solution

Période de retour, T
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VARIABLE REDUITE

Recherche des parametres de la loi :

Pour M(t) = 0,37, on trouve; = 5,5 heures
Pour M(t) = 0,95, on trouve, = 16,6 heures

A M(t;) = 0,37 est associée la variable réduite 0
A M(t;j) = 0,95 est associée la variable réduite 3

= paramétre de localisation =y; = 5,5 heures

U e
<
N
|
~
=
w

Loi de maintenabilité :

e—0.27(t—5.5))

M(t) = e
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MTTR :

0.5778 _ 0.5778

E(t) = MTTR =u + P 5.5+ 027 - 7.64 heures

Probabilité associée ala MTTR :

M(7.64) = e ") — 9,57

Probabilités associées a des TTR de 5h et 11h :

M(5) = e(-e"7C9) = 9,32

M(11) = e 719 — .80

TTR associé a une probabilité de 90% :

—0.27(t—5.5))

M(t) = e(-¢ = 90%
—e7027(t=55) = 0.9 = ¢~027(t=55) = _[p0.9
—0.27(t — 5.5) = In(—1n0.9)

_ In(=In0.9)

5.5=13.83
-0.27 *
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Chapitre | : Concepts de Disponibilité

[. Introduction

La politique de maintenance d’'une entreprise @stldmentalement basée sur la disponibilité
du matériel impliqué dans le systeme de productiRur qu'un équipement présente une
bonne disponibilité, il doit :

O Avoir le moins possible d'arréts de production

O Etre rapidement remis en bon état s'il tombe en pame
La disponibilité d'un équipement dépend de nombfaateurs :

Facteurs liés a sa CONSTRUCTION Facteurs liés a son UTILISATION
FIABILITE ||MAINTENABILITE MAINTENANCE PRODUCTION
Organisation  Sjtuation de
- Nombre d'arréts -é;z:cilité de remise en mg%ﬁ?dses _des_ L’équipemen
pour pannes - Efficacité fabrications t
— ) p— j(?r?gga?eer:ents - Indépendant
" DISPONIBILITE CONSTRUCTEUR S desautres
I - Changement - En chaine avec
dﬁ/lsenes . en-cours de
= - Vlanque de 1
DISPONIBILITE roduit production
Vue de la N e

MAINTENANCE \ ARRETS DE PRODUCTION

DISPONIBILITE OPERATIONNELLE
Constatée sur le terrain

La disponibilité allie donc les notions de fiakéligt de maintenabilité
Augmenter la disponibilité passe par :

O L'allongement de la MTBF (action sur la fiabilité)
O La notion de le MTTR (action sur la maintenance)
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Il. Quantification de la disponibilité :

La disponibilité peut se mesurer :

e surun intervalle de temps donné (disponibilité emoe),

* auninstant donné (disponibilité instantanée),

* ala limite, si elle existe, de la disponibilitésiantanée lorsque—to (disponibilité
asymptotique)

[I.1. Disponibilité moyenne

- La disponibilité moyenne sur intervalle de tempsariopeut étre évaluée par le rapport
suivant :

B temps de disponibilité
~ temps de disponibilté + temps d'indisponibilté

]

TCBF

D =————
U Yo = TCBF +TCI

Ou:
* TCBF =temps cumulé de bon fonctionnement
e TCI =Temps cumulé d'immobilisation.

Remarque :
Le temps cumulé d’immobilisation comprend les temistervention et les temps
logistique.

- En I'exprimant par rapport a des temps moyensisipothibilité moyenne s’écrit :

Temps moyen de disponibilité B TMD
Temps moyen de disponibilité + temps moyen d'indisponibilité TMD + TMI

En anglaisTMD = MUT (Mean Up Time) eTMI = MDT (Mean Down Time).

Exemple:

Dans des équipements de surveillance ou de se@elssque la surveillance d’'un réacteur
nucléaire, le pilote automatique d’un avion, larseud’énergie autonome d’un engin spatial),
lindisponibilité doit étre < 10.

[1.2. Disponibilité intrinséque :
Elle exprime le point de vue du concepteur. Ce idemm congu et fabriqué le produit en lui
donnant un certain nombre de caractéristiguesiséques, c’est a dire des caractéristiques qui

prennent en compte les conditions d’installationptililsation, de maintenance et
d’environnement, supposées idéales.
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CONSTRUCTEUR > Fiabilité intrinseque
Caractéristiques intrinseques de _-|-‘
I'entité

Maintenabilité intrinseque

U

DISPONIBILITE INTRINSEQUE

Condition d’exploitation et d¢
maintenance idéales

U

|

UTILISATEUR Maintenance
Caractéristiques d’exploitation et i "' i
de maintenance —> Aptitude au soutien en maintenance
Condition d’exploitation et de @
maintenance réelles

DISPONIBILITE
OPERATIONNELLE

Exemple :

Un fabricant de contacteur indique que tel typecdetacteur peut supporter 1 million de
cycles de manceuvres dans des conditions d’utdisdien précises.

Le calcul de la disponibilité intrinséqigfait appel a 3 paramétres :

= TBF : temps de bon fonctionnement
= TTR : temps techniques de réparation
= TTE : temps techniques d’exploitation

_ TBF
L TBF+TTR+TTE

Exemple:

Un fabricant de machines-outils prévoit en accarelcason client la disponibilité intrinseque

d’'une machine en prenant compte des conditionsasl@exploitation et de maintenance :

= Temps d’ouverture mensuel = 400 heures

= 1 changement de fabrication par mois = 6 heures

= Maintenance corrective mensuelle : taux de défaitea= 1 pannes / mois ; TTR estimé = 4
heures

= Maintenance préventive mensuelle = 3 heures

TBF =400 — 6 — 4 — 3 = 387 heur

"STTE = 6 heures | Di =387 /(387 + 7 + 6) = 0,9675
TTR= 4+ 3 =7 heures

[1.3. Disponibilité opérationnelle

Il s’agit de prendre en compte les conditions esetl’exploitation et de maintenance. C’est la
disponibilité du point de vue de ['utilisateur.

Le calcul deDo fait appel aux mémes parametréBF, TTR et TTE sauf que ces 3
parameétres ne sont plus basés sur les conditigvadesl de fonctionnement mais sur les
conditions réelles (historiques d’exploitation).
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Exemple :

Sur la machine outil précédente, une étude d’etgilon sur un mois a conduit aux résultats

réels suivants :

44430

d’intervention)

Temps d’ouverture mensuel = 400 heures
Changement de production = 6 heures

Manque approvisionnement matiére = 3 heures
Maintenance préventive = 3 heures
Maintenance corrective =

8 heures (3 heures dtmtemaintenance + 5 heures

TBF =400 -6 -3 -3 -8 =380 heu

TTR =3 + 8 =11 heures

'$YE =6 + 3 = 9 heure

sDi=380/(380 +9 +11) =

0,95

[l Exemples d’application

Machine-outil :

Le responsable maintenance d'une entreprise ehieffihistorique d'un matériel équipé d'un
terminal de saisie des données de production. Gesegs sont récapitulées dans le tableau

ci-dessous.

N° Défaillance Cause TBF en h. TTR en h.
1 Moteur Electrique 80 2
2 Moteur Electrique 40 3
3 Broche Mécanique 50 2
4 Broche Mécanique 100 8
5 Avance Electrique 60 5
6 Avance Electrique 40 2
7 Lubrification Mécanique 20 3
8 Lubrification Hydraulique 5 4
9 Lubrification Hydraulique 10 3
10 Lubrification Hydraulique 20 1.25

1. Calculer le total des TBF.

2. Calculer le total des TTR.

3. Calculer la MTBF.

4. Calculer la MTTR.

5. Calculer la disponibilité intrinseque.

Somme des TBF Somme des TTRMTBF | MTTR | Disponibilité intrinseque
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Solution :

N° | Défaillance Cause TBF en h. Piece de | Colts en TTR en h.
rechange €.
1 Moteur Electrique 80 Contacteuy 300 2
2 Moteur Electrique 40 Rela}ls 300 3
thermique
3 Broche Mécanique 50 Courroie 150 2
4 Broche Mécanique 100 Roulement 200 8
5 Avance Electrique 60 Pignon 300 5
6 Avance Electrique 40 Relais 150 2
7 |Lubrification Mécanique 20 Moteur 600 3
8 |Lubrification| Hydraulique 5 Pignon 100 4
9 |Lubrification| Hydraulique 10 Filtre 100 3
10| Lubrification| Hydraulique 20 Réservoir 0 1,25
425 33,25
MTBF MTTR Di
42,5 3,323 92,74%
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Chapitre Il : La Disponibilité des Systemes Repaled

| — Définition et Différentes Formes :
1.1 — Définition ;

La disponibilité est I'aptitude d’'un bien a étre &@at d’accomplir une fonction requise dans

des conditions données, a un instant donné ou durmanintervalle de temps donné, en

supposant que la fourniture des moyens extériestraagsurée. Les moyens autres que la
logistique de maintenance (personnel, documentatiechanges, etc.) n’affectent pas la
disponibilité d’'un bien.

La disponibilité se traduit parAwvailability » et se note souvent A(t).

Seuls les temps darrét intrinséques, appelés mbgale « temps d’arrét propres » et
caractérisés par Tl (moyenne des temps d’indisponibilité), serontwésepour évaluer la
disponibilité opérationnelle d’un systeme.

La figure ci-dessous montre les 3 facteurs d'infeeede la disponibilité intrinseque Di.

FIABILITE MAINTENABILITE LOGISTIQUE
prédéfinie
DISPONIBILITE LOGISTIQUE DE
INTRINSEQUE MAINTENANCE
DISPONIBILITE
OPERATIONNELLE

La figure ci-apres schématise les différentes ferdedisponibilité et leur contexte.
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Concepteur Utilisateur

Disponibilité
— intrinseque
Di Logistique de
maintenance
]
Fabrication A7
Ligne de
T production U1 u2 Ui Un
U
Disponibilité
prévisionnelle
Dprév
T A
Disponibilité - I
Conception opérationnelle de Disponibilite
i - globale de la
'unité Ui liane D
y DopUi gne bg
L
Disponibilité
Contractuelle ) ¥
De Bureau des méthode
Analyse des disponibilités
DopUi / Dg
Dg / Objectif fixé
A

Disponibilité
instantanée
D(ti)

Disponibilité
asymptotique
Doo

1.2 Explications sur les différentes disponibilité :

» Disponibilité « propre » ou opérationnelle de I'ué de production U:

Nomméedisponibilité opérationnelle et notéeDop, I'évaluation de cette disponibilité est
obtenue a partir des mesures de temps saisiestia geg états de I'équipement. Elle est
évaluée a partir des relevés de temps relatifs :

e A une période de temps (1 jour, 1 semaine, n Mas)
* Aun équipement ou, s’il s'agit d’une ligne de pwotion, d’un trongon {J

* Aux temps d’indisponibilité propre de moyenne MTL ees durées de bon
fonctionnement de moyenne MTBF suivant le modéle :

D - MTBF -1
°° "~ MTBF + MTI

On obtient une valeur moyennedep mesurée sur un intervalle de tentyigd’'une journée a
un an). Cette disponibilité propre est un indicatda gestion technique, spécifique a la
maintenance. Elle suppose la prise en compte diere aefaillances » par saisie automatique
des «micro arréts » et par imputation codée desesaintrinseques d'arréts, car elles
représentent le gisement majeur d’amélioratiorad#idponibilité.
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Le suivi périodique d®op permet de tracer le graphe d’évolution montragtfitacité des
actions de maintenance.

» Disponibilité opérationnelle globale ou résultante

NotéeDg, cette disponibilité s’obtient par la compositides Dop d’unités, suivant présence
et la valeur de stocks intermédiaires (ou stockgotans) que la logique de flux tendu tend a
supprimer.

Elle constitue un gisement d’amélioration de ladoiativité, donc un objectif a atteindre pour
la maintenance. L’amélioration passe obligatoirenpmar une augmentation d&opUi les
plus faibles.

» Disponibilité intrinséque ou asymptotique :

Pour un équipement donnée, il existe une limiteidponibilité Do au méme titre qu’il existe
une limite de performance de production (tempsyadecou cadence) qui est mieux connue
que Dr.

Cette disponibilité intrinséque est une caractéust initiale de I'équipement, de valeur
difficile a connaitre a priori ; c’est normalemertrs cette valeur que doit tendre la Dop. Par
contre, elle est la résultante de la prise en cenmmtiale des criteres de fiabilité et de
maintenabilité qui doivent figurer au cahier dearges de I'équipement.

Disponibilité idéale=1

....................................................................................................

tendance
Disponibilité
opérationnelle Dopj

Temps d’usags
At

» Disponibilité instantanée D(} :
Elle permet de montrer I'existence d’'une dispoitibihsymptotique.
» Disponibilité contractuelle Dc et disponibilité pvésionnelle Dprev :

Certains contrats d’achat d’équipement imposent waleur allouée Dc qu'il appartient au
concepteur de « construire » en réalisant une rnisadiéin a partir de valeurs supposeées (bases
de données) de MTBF et de MTTR. Cette disponibgitévisionnelle devra étre confrontée a
la Dop mesurée suivant des procédures préciseamsceptées par les 2 parties fournisseur /
utilisateur — client.
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1.3 Analyse de la disponibilité opérationnelle :

Facteurs influents sur la disponibilité opératidlene

Disponbilité
op érationnell
|

Contraintes et Fiabilité M aintenabilité Logistique de
ohjectifs fmaintenance
| | ]
| Complexité | Architecture de bien |- Modulanté | Polittque de maintenance
technique
| Colit | MTBF de — Interchangeabilité Organisation des
d’indisponibilité I"ensemble interventions
| Criticité | Tauz de défaillance | Standardization Mivean de
gconomigue du hien préventficorrectf
| Cofit L_Taux de défaillance | MNormalisation Externalisation
d acquisition des constituants o Stratégie
| Criticité en | Accessibilité d’approvisionnements
sécurité
| Conditions L Démontahilité L Logistigue de maintenance
d*exploitation
Testabilité Moyens matériels
" (localisation de Docum entation
pannes) Ferzonnel :

compétences/formation
Pitces de rechange

L’analyse qualitative de la disponibilité passe panalyse des MTI. Aprés avoir classé et
sélectionné certaines indisponibilités critiquesaoormales, on peut analyser l'indisponibilité
a 3 niveaux :

1. Analyse de la défaillancea l'origine de l'indisponibilité. S’il est possibdlde la
guérir ou de la prévenir, I'analyse s’arréte lapsi,

2. Analyse des criteres de disponibilitécf. ci-dessus). Il faut alors identifier le owsle
criteres a I'origine des temps d’arrét propres aradement pénalisants. On recherche
ensuite des améliorations qui peuvent étre de emédehnique ou organisationnelle.

3. Analyse des conditions de I'intervention ou de laésie d’interventions. Il s’agit de
remettre en cause la logistique de maintenanceoretosganisation (ex: sur 2h
d’indisponibilité, on met en évidence gu'il a fall?5h pour rechercher une piece de
rechange au magasin, puis comme on ne la trouaajtgn a été obligé de I'acheter
chez le distributeur voisin).

L’analyse de la disponibilité passe aussi par approche économiqueselon 2 objectifs
possibles :

1. Obtenir la meilleure disponibilité au moindre cpour un budget fixe

2. Obtenir une disponibilité performante, en mettanteuvre la meilleure logistique de
maintenance possible

L’environnement économique de I'entreprise et dadpit concerné conditionne la politique a
appliguer, donc l'objectif de disponibilité fixéla maintenance. Cependant, la productivité
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dépend obligatoirement des 3 facteurs suivantslera@e de productioop et qualité des
produits ; éléments qui sont a la base du calcUiRI8.

Colt y

Co(ts de défaillance

]

/
Zone d’optimal %
é|Comn|"qu‘| a | I I

TAu
10 12 14 22 M
Do l \ 16 18 l 20 (en heures d’arr)

ANA\ANAN \’

o
N
[ee]

 Disponibilité 1 0.99 0.9¢ 0.97 0.9¢ 0.9t

opérationnelle - o
Disponibilité
économique

ll. Approche Mathématique de la Disponibilité :

2.1 Modeles d’évaluation de Dop :
Disponibilité opérationnelle propre :
MTBF MTBF + RT MTBM
MTBF + MTI _ MTBF + MTTR + MTL _ MTBM + MMT

Dop =

MTBF : moyenne des temps de boNITTR : moyenne des temps techniques de
fonctionnement réparation

MTI : moyenne des temps d’indisponibilité MTBM : temps moyen entre actions de
RT: «ready time» ou temps moyensiaintenance préventive ou corrective
d’attente, le systéme étant prét a fonctionneMMT : temps moyen des actions préventives

MTL : moyenne des temps logistique ou correctives
To—Tap TMc.N
Dop = =
To TMc.N +Tap

To : temps d’ouverture de la ligne ou tempsTMc.N : temps moyen de cycle x nb de
requis pieces produites
Tap : temps cumulés des arréts propres

2.2 Modes de saisie de Dop :

La saisie traditionnelle par BT, relevés compteausfeuilles de saisie documentées par un
opérateur n'est pas pertinente pour évaluer régmhient l'indicateur Dop, qui doit
obligatoirement intégrer les « micros temps » d§pdnibilité pour étre significatif.

La saisie automatique en temps réel des arrétsarigtion est presque toujours disponible
(gestion de production) par information des entaties du systéeme de commande.
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Par contre, il faudra mettre en place une saisi@-aatomatique pour imputer chaque arrét a
un code recensant les « causes darrét « propres les m causes darrét induits par
I'environnement du systéeme.

L'imputation des feuilles de saisie par usage die-darres est envisageable.

Le redémarrage conditionné a l'imputation garaqé l'imputation d'un arrét a une cause est
réalisée (sans qu'elle soit pour autant pertinente)

Un autre probleme a maitriser est le code « caligsesses » ou « autres causes » : il n'est pas
facile de cibler des actions d'amélioration lors§6e des arréts ont des causes diverses non
identifiées !

La qualité des saisies est donc un facteur prépantiéde la valeur de lindicateur

« disponibilité » et de l'efficacité des actiorsngélioration que I'on va en déduire.

2.3 Modélisation de la disponibilité instantanée :

On se place dans I'hypothese exponentielle, avetalex de défaillanck et de réparation
constants et indépendants du temps :

1 1

A=3TBF ¢ * T uTTR

On définit la disponibilité instantanée d’un syseéerparable par :

u u
D(t) = ——— +——e~ @+t
© A+u A+ye

» Disponibilité : O(t) = P0(t) = Probabilité que le systéeme fonctionne = probabilité
gu’il y ait O défaillance.

» Indisponibilité : I(t) =1 — D(t) = P1(t) = Probabilit¢ de non fonctionnement =
probabilité gu’il y ait une défaillance.

» La qualité initiale du systéme garantit qu&d(0) = 1 et que P1(0) = 0.

» Par complémentarité, P1(t) = 1 — PO(t).

Pour que le systeme fonctionne a I'instant(dt), avec une probabili(t + dt), il faut :

= QU'il fonctionne a linstant et qu’il N’y ait pas de défaillance entre et £ + dt) :
probabilité= PO(t). (1 — Adt)

= Ou qu’il ne fonctionne pas a l'instant, mais qu'il soit remis en état & € dt) :
probabilité= 1 — PO(t). u.dt

Equation des probabilitéP0(t + dt) = PO(t). (1 — Adt) + (1 — PO(¢)). udt
En divisant parit tendant vers OP0O(t) + (1 + w).PO(t) = u

La solution de cette équation e$t(t) = PO(t) = ﬁ(“ + 1. e~ (Gt

< Quandt — oo, D(t) tend vers une limite asymptotiqueo@ui se traduit par les formules

suivantes :
b o K __ MTBF 1 _ 1
® A+u MTBF+MTTR | A MITR
U MTBF
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Le rapport (MTTR / MTBF) est appelé le « rapport deaintenance ».

2.4 Composition des disponibilités asymptotiques :

L’objectif est de modéliser la disponibilité d'upssemeDg a partir de la disponibilitBUi de
ses unités constitutives. Il faut cependant enesagas :

Les éléments sont statistiguement indépendants dears le cas des systémes automatisés)

Les éléments sont statistiguement dépendants (ls piéquent) car une dépendance
fonctionnelle crée une dépendance sur les probésili

Cas possibles Formule de calcul Exemple

n unités indépendantes en sér n Soient 2 unités de disponibilité s
Dg = 1_[ DUi 0,9 et 0,8 en série :
i=1

Dg=0,9x0,8=0,72

n unités indépendantes en // n Soient 2 unités de disponibilité s
Dg = 1—1_[(1—DU1') 0,9et0,8en/l:
i=1

Dg = 1-(1-0,9) x(1- 0,8) = 0,98

n unités dépendantes en série LNy
Dg=1-) =
= Hi

n
Redondance active de n unité: Dg=1- ﬁ
identiques Ui

i=1
2.5 Composition des disponibilités opérationnelles

Une chaine est constituée de différentes unitésnfaahines) ayant leur vie propre (bon
fonctionnement, mode dégradée, panne, etc.), damalsponibilité DUI.

% Modele « série » des lignes a unités liées (ou dépates) :
Sur ce type de chaine, I'arrét d’une unité implitjagét de 'ensemble

Flux )
d’entrée Sortie

> | U1 u2 U3 Ui Un

Dans ce cas la disponibilité opérationnelle déglad sera :

1

i=1 [ﬁ] —(n—-1)

Dans ce type de chaine, on peut remarquer que :

Dg =
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» Plus le nombre d’'unités mis en série est élevdustgn pénalise la disponibilité de la
machine,

» Une perte, méme infime de la disponibilité élémeatales unités fait chuter
considérablement la disponibilité de la chaine.

Pour améliorer la disponibilité des chaines eres#&pendantes, il faut :

v Détecter 'unité pénalisante,

v' Engager une action de fiabilité maintenabilité pbemmener au niveau des autres
unités mais inutile de ‘pousser’ au dessus,

v Vérifier 'homogénéité des Di.

Exemple :
Soit une ligne de 10 unités dont chacune a une DY&=:
1

10 [L] —(10-1
i=1|ggg| ~(10=1)

Si 9 unité ont une DUIi=0,99 , et une unité DUi=0;80

1
Dg = - : = 0.746
9%Xg99+tog0 (10— 1)

Cet exemple montre tres simplement que pour aneéllardisponibilité d’'une ligne, il suffit
de « s’attaquer » a l'unité la plus pénalisante.

Pour plus de simplicité, la formule de Dg a étéamém abaque pour un nombre d'unités
important.

Ex : pour 50 unités de DUi=0,97, Dg=0,40.
Ex : pour une Dg=0,6, avec 30 unité, DUi=0,978

D  chaine

1 ==
\\&\\

0,9 ﬂ& \ |
0,8
0,7 4 \\\ -

' \\
05 1 | s
0,4 PO Bt

= \
0:3 \ T~ o9 T
0,2 —
— % L B
0t Nb
d'unités
0 10 20 30 40 50 60 70 80
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% Unités en série indépendantes :

Sur ce type de ligne, l'arrét d’'une unité n’entmipas l'arrét de I'ensemble de la ligne :
existence d’un stock intermédiaireSk» permettant d’alimenter la machine en aval deitéu
défaillante pendant une durée établie a partir du temps moyaméd le plus important
enregistré en régime normal.

Les stocks intermédiaires « Sl » sont reconstidmésisant varier les cadences.

Sl Sl Sl
Flux g ; ; i
d’entrée ; ; i ; Sortie
Ul u2 U3 Ui un

S;| (stock intermédiaire

Si D; est la disponibilité de la maching:U

n
D(chaine) = H(Di)
i=1

% Chaines a « rempotage — dépotage » :

Sur ce type de ligne, il est possible, en cas dega’une unité de « rempoter » le stock aval
et de « dépoter » le stock amont. Ceci n’est sdyvessible que pour wourt arrét

w. O 8 :@)

I:>u1>(’uz>4u3 U 4Un|::>

La disponibilité de la chaine est conditionnéelaar? (chaine) = min de (Dy, Dy, ... Dy)

plus mauvaise disponibilité de machine.

++ Disponibilité des chaines a unités en redondancéac; modéle « paralléle » :

Dans ce type de ligne, toutes les unités permettatcomplir la fonction requise, elles
fonctionnent simultanément en dessous de leur dépt@orique. En cas de panne, leurs
cadences augmentent pour accomplir la fonctionisequ

Flux Ul .
d’entrée Sortie
—

u2

Ui

Un
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Si D est la disponibilité de la maching:U n
D(chaine) =1- 1_[(1 — Di)
i=1

Remarque :

< dans le cas de 2 machines en redondance passparallele, lorsque les 2 éléments
sont en état de marche, un seul fonctionne ; latdqmbe en panne, l'autre se met en
marche ;

< dans le cas d'un montage en parallele de n éléméamsiques sans redondance, la
disponibilité de la ligne est la moyenne des digpbtés.

[ll. Disponibilité et rappels sur le processus Makovien

On considere un systeme pouvant prendre N ét&squs noterons Fe, Es...... En. La
modélisation du systéme consiste alors a décrisetr@nsitions entre ces N états. Ces
transitions sont en, générale, d'origine transetoiNous noterons;fat) la probabilité de
passage de I'état; Et I'état K entre les instants t etAt, sachant que I'on était a I'état &
I'instant t. Un processus est ditarkovienlorsque la probabilité pour que systéme soit tat'é
Ej et au temps tt ne dépendant que de I'état ou il se trouvaitesopis t (on parle alors de
processus §ans mémoir§. Le processus est homogéne lorsque les proit&bitle transition
sont indépendantes du temps.

Pi Pi

Pi
/——\

———

Figure 1. Graphe de Markov

Les phénomeénes pris en compte dans les etudesbddd et de maintenabilité nous amene a
considérer plus particuliéerement les processus ovégk homogéenes a espace d’état finis.

3.1.. Exemple d’application 1: «_a recherche de la disponibilité d’'une chaine dedurction
par les graphes dsIARKQOV ».

Les graphes d®MMARKOV permettent de déterminer la disponibilité, la menabilité et la
fiabilité d’un complexe industriel. En traitant chee élément de facon indépendante, la
méthode Markovienne permet de calculer la dispbt@bde chaque élément pour définir
ultérieurement la disponibilité de I'ensemble. Soit disponibilité théorique fixée a I'avance.
La méthode Markovienne permet, par tatonnementessds, de déterminer la politique de
maintenance a appliquer pour approcher de cetéaival,.

Remarque :
Dans la politique, nous approchons de 85% 0a @b%aleur calculée théoriquement.
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Domaine non étufié Domaite d tude

Figure 2.Traceé de la courbe D(t)

Quant (t) devient tres grand, D(t) tend vers ungmggote de valeur A D(t) ne varie alors
pratiguement plus et 'on peut le considérer quaaipd’une valeurd D(t) est une droite de
valeur proche de A Dans ce cas, la disponibilité n’est plus fonctidm temps. Nous
appliguons cette hypothése dans la suite du cdleuhut de cette étude est de déterminer la
valeur A, appelée disponibilité asymptotique.

Domaine non étudié : Cette premiere partie estntaleement délaissée dans I'étude car la
pratigue montre que qu’elle n’intervient qu’a uastrfaible pourcentage dans la valeur totale
de la disponibilité.

a. Méthode utilisée

La méthode utilisée pour établir le graphe de Mark®résume de la facon suivante :
Soit La machine Mest extraite d’'une chaine.

A la machine M est associée une variable booléenne. Cette vartmloléenne a deux états :

< Etat 1 : La machine fonctionne
< Etat 2 : La machine est en panne

Le taux de transition entre états est défini pes thux :

P _ 1
Le taux de défaillancel = TTEF
. . 1
Le taux réparation L =
MTTR
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CD

LL

Figure.3Graphe de Markov élémentaire adapté a cettsituation

Pour le calcul de la disponibilité d’apres le grapie Markov figure 31 et p sont des
constantes indépendantes du temps. On considerattae associée au graphe :

Vers I'état
1 2
1 delversl de 1lvers?
De Petat 2 de2versl de 2 vers 2

Figure.4. Matrice associée au graphe

A partir de cette matrice, on peut construire uieau matriciel qui permet de modéliser la
transition ente états du systeme.

Vers
I'état

v

1 112
De I'état [a[/l
2 Lulp

Figure.5 lableau matriciel

Remarque :
Il faut que la somme algébrique des composantebalgue ligne soit nulle :

= -1
a +1A=0 —>
i 46=0 { = —u
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En définitive, on obtient la matrice de transitidn

214p —H

Si P est la matrice « ligne » des probabilités pajtion des états du systeme, les éléments de
cette matrice sont déterminés a partir de la nevigar I'équation différentielle suivante :

dP .4
ac

Dans notre exemple, nous avons considéré deuxditatansition. La matrice s’écrit ainsi :

dp;
. dt | _ —A /1]
2 états dp,| = [P;.P,] [ 6 -

dt

Ce qui donne le systéme d’équations suivantes :

dp;

dt = _Apl + HPZ
ar, _ ——> 4bh _ _dp .
2= AP, — uP, It It (équationl)

P, et B sont des constantes donc :

dP, _dP,
dt ~ dt

Le systeme devient un systeme d’équation a deusnimges. Pour sa résolution, on doit
trouver une deuxieme équation :
P, + P, =1 (équation2).
Ceci implique la résolution du systeme d’équasaivant :
—AP; + P, =0
1+ e, _ 1 _ A
= p=—— et Pp=——
]

Par definition I'indisponibilité | est égale & Kl= P, pour deux états, mais Ix,Ppour (n)
états). Par conséquent la disponibilité D est égéde

H
Ap =D =——
n+ A
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Pour un systeme composé de (n) éléments, on détetes probabilités de passage d’'un état a
lautre : R ; P;Ps...;Pn). Par définition I'indisponibilité est égale P

I=P,»D=1-1-D=1-PF, =4,

Conclusion : la disponibilité trouvée ci-dessusfeattion de la politique de maintenance. En
effet, si A, ne correspond pas a celle recherchée, I'étude refaite avec de nouvelles
hypotheses de départ.

Exemple 2 :

Politique mono ou bi- réparateur ou mettre une nmacidentique en paralléle.

Une politigue mono ou bi- réparateur signifie queipchaque panne nous pouvons calculer
la MTTR donc nous pouvons déterminer p. La palgignono —réparateur, implique
I'application d'un taux de réparation normalisé.

Pour une politique bi- réparateur, il faut affeqied’'un coefficient 2:
1

MTTF

Ce qui impligue que le temps de réparation essdien 2. Mais diviser la MTTR, par
2implique l'augmentation automatique des codteganation.

Concretement, en quoi consiste la division de larlRpar 2 ?
Soit :

® En doublant I'effectif pour la réparation,
* En mettant a la disposition de I'équipe de réparaties moyens plus performants,
* Etc.

3. 2. Exemple d’application 2: étude d’une chaineocenposée

La figure ci-dessous représente une chaine compd&é&ment disposés en série et en
parallele d’'une usine.

Cl Dl E1
Approvisionnement A B F _
L C D2 E
Troncon A Troncon B Trongon C Trongon D
Troncon A :

Systéme de 2 machines en série. La panne de I'ee2dmachines provoque l'arrét du
systeme.

Troncon B :

Redondance (répétition) active de 2 éléments igiees. Systeme constitué de machines
identiques en paralléle. Lorsque les deux élémsmis en état de marche, ils fonctionnement
tous les 2 chacun a moitié de sa charge. Les pasor@simmédiatement décelées. Nous
considérerons une politigue mono-réparateur.
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Troncon C::

Redondance active de deux éléments identiques. ¢enie troncon B. En cas de panne de
'un des 2, l'autre prend le relais (travaille @0%). Les pannes ne sont décelées que lorsque
les deux sont en panne. Nous considérerons untepelbi-réparateur.

Troncon D :

Redondance passive de 2 éléments identiques difefgaraorsque les 2 éléments sont en état
de marche, un seul fonctionne, lorsqu’il tombe anng I'autre se met en marche.

a. Etude de chaque troncon :
» Trongon A
La figure ....ci-apres schématise les états de tiangde ce trongon.

Etat 1 : les machines A et B fonctionnent Aa m
Etat 2 : la machine A est en panne
Etat 3 : la machine B est en panne B

LB

Figure .6. Machine troncon A

La méthode de calcul de la disponibilité asymptediest la méme que précédemment et I'on
obtient.

P,

e —(Aa+4g) M A
On a trois états : d—tz =[P;. P,. Ps] Ua —u,; 0

dP3 U 0 —pp

dt

Ceci nous donne le systéme d’équation suivant :

—P; (A4 + Ag) Py + Psup =0 (1)

Py

b=

Plﬂ.A_leJ.A‘I‘O:O (2) = P P g
3=

UB
Plﬂ.B‘l‘O_PgIJ.B:O (3)

Avec I'équation P, + P, + P; =1

Remplagons Fet B en fonction de P
Apres résolution, on obtient :
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1 1

Ap =———5+— Al =——
ou

1+ A_A) + 8 (M) + 8

Ha Hp Ha Hp

Remarque :

La probabilité pour que les deux machines (A ett@dhbent en panne simultanément est
négligée. Elle a été jugée trés faible, il N'ed panseillé de la prendre en considération pour
ne pas compliquer.

» Troncon B :

La figure 7 ci-aprés schématise les états de transies machines;(,.
24¢ Ac
He He

Etat 1: les machines Cet G fonctionnent mais la probabilité pour qu’ellesntzent en
panne est dei2

Etat 2 : Une seule des machines fonctionne, l'autre egtagme. La cadence est diminuée de
moitié.
Etat 3 : Les deux machines sont en panne.
La disponibilité asymptotique est calculée dméme maniére que précédemment.
4 - ue + 22k
w2 o+ 2u.A. + 242

Cette expression est obtenue pour le troncon &n@hts en //) en redondance active et avec
une politique mon- réparateur : la matrice de itemss’écrit :

ip P,1 [—24, 21, 0
d_=PA3 Pl He —(Ac + 1) Ac
t
Py 0 He —Hc

A partir de cette matrice on obtient :

—24.Py + P, =0 (1)
P, =3Py
24P — (At )P +pucPs =0 (2) = P1=2”—/1CCP2= %%
P +Py+ P, =1
APy —pcP3 =0 3)
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Remplagons Pet B en fonction de £

2
He He
22" 2" ]

1e e
2_/’1’%P3+/1_CP3+P3=1 = P3[

Aprés avoir trouve £ (indisponibilité 1), on calcul la disponibilitéap I'expression
A=1—-1=1-P;

o AcMe tuE
20202+ 2Achc + p
» Troncon C:
La figure.8. Ci-aprés schématise les états deitimmsles machines et D,
2 Ao

Figure 8. Troncon C

Etat 1 : les machines Det D, fonctionnent.
Etat 2 : L'une des deux machines est en panne. On ne glanespas.

Etat 3 :Un seul élément fonctionne apres réparation arpaeti’état 4 mais il peut retomber
en panne. La disponibilité asymptotique est dakede la méme maniere que précédemment.

Etat 4 : état de panne pour les deux machines.
La disponibilité pour ce troncon est :

o 3up + 22
3up + 3ApHp + 1p

300

Cette expression est obtenue de la méme faconrquédemment.
Pour ces deux machines, la matrice de transigésmdatre états est :

_dPl_
dt
dP, 21, 24 0 0
dP dt 0 Ap 0 Ap
— =PA > = |P;.P,.P;.P
dt E Pr- Py P3. P 0 —(p+tup) 4p
dt 0 0 2up =21
P,
L dt -

A partir de cette matrice on établi le systemejdation suivant :

—22pP; +ppP3 =0 (1)
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{ P2=2P1
| p. = p
22pPy — ApP, = 0 2 = 3=, P
Ap+ Ap(Ap+
LP‘*: ZHHDP _ 2n( > HD)P1
D

—(Ap + pp)Ps + 2ppP, = 0(3)
ApPy + ApPs — 2upPy = 0 (4)

Remplagons PP, Ps en fonction de P

1p )
—P4
Ap(Ap + Hp) , ,
2 2 2
2up p,t =P HUp Hp n HUp 1
Ap(Ap + up) Ap(Ap + 1up)  Ap(Ap+up) Ap+Hp
2up
=P p
/1D + Up 4 J
p = 1 _ A% + Aphp
e 1+ 3ud + 2Apup A3+ 32ppp + 313
2
Ap + ApHp
A% + Apip _ 33 + 2ApHp

Asy=1-P, =1— =
’ * Ap +32php + 305 A5 + 3Appp + 313

3up + 24pHp

T 2%+ 3homp + 315
» TronconD:

La figure 9 schématise les états de transitiomushines ket B

he Y

He He

Figure.9. Etats de trasition des machines fet E,

v représente la probabilité pour que le systemeodarwtation ne s’enclenche pas quand la
1*®*machine tombe en panne.

Etat 1: état de marche (une seule des 2 machines Hdane)

Etat 2: la machine qui fonctionne tombe en panne, pasygtéme de commutation I'autre
machine se met en fonctionnement.
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Etat 3: le systéme est en panne soit parce que les Rimescsont en panne soit parce que
'une des 2 est en panne et que le systeme de ctatiomun’a pas fonctionné.
La disponibilité asymptotique est :

ME+AENE
WE+AEUE+YUE AE+AE

A4OO:

La disponibilité totale est:
Atoo = Al X AZOO X A300 X A400

Trongons | MachineM.TBF |- |MTTR |,-—L |y A
M.T.B.F M.T.TR
Troncon A | A 100 10 3 0.33 - 0.966
B 1000 10° 2 0.5 - '
Troncon B | C1,C2 | 1000 10 1 1 - 0.9998
Troncon C | D1,D2 | 100 10 1.5 0.7 - 0.802
Troncon D | E1,E2 | 10000 10 3 0.3 10° 0.99999

Atoo = Al X AZOO X A3OO X A4oo = 0.7745
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