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Département de Physique

3°™ année Physique Energétique

Matiére : Méthodes numériques appliquées a I’Energétique

TD. N°5: Probléemes a valeur initiale

Exercice (1)
Utiliser la méthode de Picard pour résoudre le probléme a valeur initiale suivant :
u(0)=1
Comparer la solution obtenue avec la solution exacte : u,, = —1 +t + 2e*
Exercice (2)
On consideére 1’équation différentielle suivante :
y + 4y = x?
{y(O) =1
Utiliser la méthode d’Euler avec un pas de calcul, h = 0.1, pour calculer la valeur y(0.2).
Exercice (3)

Résoudre le probléme a valeur initiale suivant, par la méthode d’Euler :
y" + O.1y' +x=0
y,(O) =0
y (0)=1
0<x<0.5,avec: Ax = 0.25

Exercice (4)

1. Effectuer trois itérations pour résoudre le probléme a valeur initiale suivant, par la méthode
d’Euler et par la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 :

du _ (©) 2
i cos(t) e
u(0) =1

Pas de calcul : At = 0.25
2. Comparer les résultats numériques obtenus avec la solution exacte :

logife? + 2sini{ix))

Uex () = 2
Exercice(5)
Résoudre 1’équation différentielle suivante par la méthode d’Adams-Bashforth d’odre 3 :
dy y-—x
dx v+ 4x
y(©0) =1

Domaine de calcul : ]0,1] et, pas de calcul : Ax = 0.2
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Solution de P’exercice (1)

u(t) = u(0) + f(s — u(s))ds
0

On démarre les calculs par la condition initiale :u(s) = u(0) =1

: sz 7 ¢?
u(1)=1+f(s—1)ds=1+——s =——t+1
2 2
5 0
t

[ s? t3
u(2)=1+f(s—u(1))d5=1+f s——+s—1lds=——+t2—t+1

o~

2 6
0

(=]

6 24 3

: s tt 3
u(3)=1+f(s—u(2))ds=1+f s+——52+s—llds=———+t2—t+1
0 0"

Programme Matlab pour comparer les solutions obtenues avec la solution exacte :

clc

clear all

t=[0:0.1:1.5]
ul=t."2/2-t+1
u2=-t.”3/6+t."2-t+1
u3=t."4/24-t."3/3+t."2-t+1
uex=-1+t+2*exp (-t)

plot (t,uex,t,ul,t,u2,t,ul)
legend('sol.Exacte','ul(t) ', 'u2(t) "', 'u3d3(t)")
xlabel ('t")

vlabel ('"u(t) ")

title ('Méthode de Picard')

Methode de Picard

1.2
— sol.Exacte
11 ui(t)
u2(t)
1 u3(t) 1
09 \5 ,/ 4
e N\ ¥
=1 \ %
0.8 \
0.7 N \’«_—_» —
0.6
0.5
0 05 1 15

La solution itérative u3(t), est la plus proche de la solution exacte Uex(t).
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Solution de P’exercice (2)

Discrétisation du domaine de calcul :

Pour calculer y(0.2), avec un pas h = 0.1, on doit effectuer deux itérations de calcul :

Yo=1 1
O

2

O) )
S J

Xo X1 X2
x0=0 , X1=X0+h=0.1 , x2=x1+h=02

Ecriture de I’équation différentielle sous la forme résoluble par Euler :

{y' =x? — 4y
y(0) =1

Vi = Vi1 +h* f(xi_1,yi-1) ,avec: f(x,y) = x* — 4y
y(0.1) =y, =y, + At (x3 —4y,) =1+ 0.1(0—4 1) = 0.6000

y(0.2) =y, = y; + At * (x2 — 4y;) = 0.6 + 0.1 % (0.01 — 4 % 0.6) = 0.3610

Solution de I’exercice (3)

Transformation de 1’équation différentielle d’ordre 2. en un systéme d’équations d’ordre 1 :

{y: =z e (1)
z =—01z—x N ¢2))

Avec les conditions initiales :

{y(O) =0
z(0)=1
Discrétisation du domaine de calcul :

Nombre de neeuds ; n = X0 4 1 = 220

Ax 0.25 t1=3
ZO = 1 Zl Z2
Yo =0 V1 V2
O O O
Xo X7 X3

XOZO, X1:0.25, x2=0.50



Résolution du systéme d’équations différentielles par la méthode d’Euler :

{(2) - z; =2+ M (=01%z_1 —x1)
1) - yi=yi1+8x*(z4)

i=1

z1 =29+ Ax x(—0.1%2z5 —xp) =1+ 0.25*(—0.1x1—0) = 0.9750
Vi =Yo+Ax*z5=0+0.25%1=0.2500

i=2

zy =21 +Ax x (—0.1%z; —x1) = 0.975 4+ 0.25 = (—0.1 * 0.975 — 0.25) = 0.8881
Yo =y +Ax *z; = 0.25+ 0.25 % 0.975 = 0.4937

Solution de ’exercice (4)

Dans trois itérations, on doit calculer u; , u, et us :

At

Ug —> Uz
o——o0 o— o
to ty t ts

Abscisses des neeuds i xp =0, x; =025 , x, =05 , x3=0.75

1. Résolution numérique de I’équation différentielle.

a. Méthode d’Euler
W = uj_q + At = f(ti_,u—q) , avec: f(t,u) =sin(t) e
Uy =ug + At * f(ty,up) = 1+ 0.25 = cosif0(rd)) * e 2*! = 1.0338
uy = uy + At * f(t;,uy) = 1.0338 + 0.25 * cosi0.25) * e2*1:0338 = 1 0644
Uz = u, + At * f(t, ,uy) = 1.0644 + 0.25 * cosi{0.5) * e 2*1:0644 = 1 0905

b. Méthode de Runge-kutta d’ordre 4
i=1

k1= At * f(ty,up) = 0.25% £(0 ,1) = 0.25 * cos(0) * e~2*1 = 0.0338

At k1
k2 =At*f (to U+ 7) = 0.25 * £(0.125,1.0169) = 0.25 * cos(0.125) = e~2*1-0169 = 0,0325

At k2
k3=At*f (to U+ 7) = 0.25 * £(0.125,1.0163) = 0.25 * cos(0.125) x e~2*1-0163 = 0,0325

k4 = At = f(ty + At ,uy + k3) = 0.25 * £(0.25,1.0163) = 0.25 * cos(0.25) * e~2*10163 = 0,0307

U,y =u0+%+k?2+k3_3+%= 1_|_0.0238_l_O.O:)?25_|_0.03325 +0.0:O7 =1.0324




=2

k1 = At = f(t; ,u;) = 0.25 * £(0.25,1.0324) = 0.25 * cos(0.25) * e2*10324 = 0,0307

At kl 2%1.0477
k2 = At * f <t1 +o ot 7) = 0.25 * £(0.375,1.0477) = 0.25 * cos(0.375) x e~2*1:9477 = 0.0286

At kz 2%1.0467
k3 = At * f <t1 +o ot 7) = 0.25 * £(0.375,1.0467) = 0.25 * cos(0.375) x e~2*1:0467 = 00287

k4 = At * f(t; + At ,uy + k3) = 0.25 * £(0.5,1.0611) = 0.25 * cos(0.5) * e 210611 = 0,0263

k1 | k2 | k3 | k4 0.0307 , 0.0286 , 0.0287 , 0.0263
U = —+—+—+—=1.0324
2 =u; + p + 3 + 3 + p 0324 + p + 3 3 p

=1.0610

i=3

k1 = At. f(t,,uy) = 0.25 * £(0.5,1.0610) = 0.25 * cos(0.5) * e 210610 = 0,0263

At k1
k2 = At f (tz tout 7) = 0.25 * £(0.625,1.0741) = 0.25 * c0s(0.625) * e=2*1:0741 = 0,0237

At k2
k3 = At + f (tz tout 7) = 0.25 * £(0.625,1.0728) = 0.25 * c0s(0.625) * e=2*1:0728 = 0,0237

k4 = At * f(t, + Ax ,up + k3) = 0.25 * £(0.75,1.0847) = 0.25 * cos(0.75) » e 210847 = 0,0209

Uy =up + o+ T+ Do = 10610 + 2o+ 22 4 22 L 28 = 10847
2. Comparaison des résultats numeérigues avec la solution analytique :
i X U U Uey [Uex — el | |ter — Ur]
1 0.25 1.0338 1.0324 1.0324 0.0014 ~0
2 0.50 1.0644 1.0610 1.0610 0.0034 ~0
3 0.75 1.0905 1.0847 1.0847 0.0058 ~0

La méthode d’Euler est d’ordre 1 et la méthode de Runge-Kutta est d’ordre 4. Par
conséquence, les résultats obtenus par la méthode de Runge-Kutta sont plus proche a la
solution exacte que les résultats obtenus par la méthode d’Euler.

Solution de ’exercice (5)

La solution par la méthode d’ Adams-Bashforth d’ordre 4, est donnée par la formule :

Ax
Vi =Yi1+ >4 [=9f (xi—a,Yi—a) + 37f (x;—3,¥i—3) = 59f (%2, ¥i—2) + 55 (%1, yi—1)]
. _ y—x _
avec: f(x,y) = vy et yo=1



1. Discrétisation du domaine de calcul :

Xm —X0 __1-0

Nombre de nceuds : n = . +1=—+1=6
Yo=1 'y V2 V3 V4 Vs
@, O O O O O
) X1 X2 X3 Xy X5

Abscisses des noeuds :

X=0, x,=02, x,=04, x3=06, x,=08, xs=1

2. Calcul des valeurs de démmarage v; , vy, et ya:

Ces valeurs seront calculées par une méthode a pas simple de Runge-Kutta d’ordre 4.

i=1
— 1-0
k1= Ax* f(xg,y0) = 0.2% (0, 1) = 0.2 % y—yo°+4"x°0 = 0.2 % ——— = 0.2000
k2 =A ( +Ax +k1) 0.2*f(0.1,1.1) = 0.2 11-01 0.1333
— * = (0.2 % 1,1, =VsiL*x—— = U.
X f | %o Yo+ f 11+4+%01
k3 =A ( +— Ax + kz) 0.2 * £(0.1,1.0666) = 0.2 10666~ 0.1 0.1318
X f | %o Yot FQ.1, 1.0666 + 4 * 0.1
k4 = A +Ax,y, +k3) = 0.2 % £(0.2,1.1318) = 0.2 1131802 _ ) 1965
= * = 0.2 % . . =0.2 % = 0.
x * f(xo +Ax, yo fQ.z, 11318+ 4+ 0.2
Y1 = v + + + + L + 0.2 + 0.1333 + 0.1:18 + 0.06965 -1.1378
i=2
k1= Ax * f( )= 0.2 % £(0.2,1.1378) = 0.2+ 2L — 0.2 1137802 _ ) h96g
= Ay % = * = — 2 x =0
x* f (e, p f Vi + 4x; 11378 + 4+ 0.2
k2 =A ( +— Ax + kl) 0.2 * £(0.3,1.1862) = 0.2 1.1862 — 0.3 0.0743
xxfla 1t (03, 11862 + 4% 0.3
k3 =A ( + Ax + kz) 0.2 * £(0.3,1.1749) = 0.2 1.1749 ~ 0.3 0.0737
efat 5ot (03, 11749 +4+03
k4 =A (x; +A +k3) =0.2 % £(0.4,1.2115) = 0.2 12115 - 04 0.0577
= * = E3 = E3 =
xx fQo + A%,y 2+ f(04,1. 712115+ 404
Yo = yi + %1_'_ k3_2 +k3_3 L K+ _ 11378 n 0.0968 n 0.03743 n 0.03737 " 0.0277 —1.2129



k1 = Ax. f( )= 0.2 % £(0.412129) = 0.2 22— 2 — 0.2 1212904 _ 0578
= = * = —_— . * = .
A U Vs + 4x; 12129 + 4+ 0.4
k2 =A ( + Ax + kl) 0.2 * £(0.5,1.2418) = 0.2 1.2418 - 0.5 0.0458
— * _ — | =0.2 % 0, 1. = 0.2 * = V.
xeflt 2ty f 12418 + 405
k3=A ( +— Ax | kz) 0.2 * £(0.5,1.2358) = 0.2 12358 — 05 0.0455
= * = U.2 * . . = U.2 * = V.
xxfx SCRE (05, 12358+ 4 % 0.5
k4 = A (x, + A +k3) =0.2 % £(0.6,1.2584) = 0.2 12584~ 0.6 0.0360
= * = . * . , 1. = . E3 = .
xxfle+ 8%, 5, f 1.2584 + 4 % 0.6
0.0578 0.0458 0.0455 0.0360
y3—y2+ + + +—_12129+ +-o =+ =+ ——— = 1.2589

. Calcul des valeurs y, et ye . par la méthode d’ Adams-Bashforth d’ordre 4 :

Ya=Yy3+ [9 f(x0,¥0) +37 % f(x1,¥1) =59 * f(x2,¥2) + 55 * f(x3,y3)]

1-0 1.1378-0.2 1.2129-0.4 1.2589-0.6
7 ———59 % ——— * —]
1+4+4%0 +3 1.1378+4%0.2 5 1.2129+4+4+0.4 +55 1.2589+4+0.6

0.2
= 12589 + = [—9 *
= 1.2736

Vs = Vs +§_z[—9 * f(x1,y1) +37 % f(x3,¥2) =59 f(x3,¥3) + 55 * f(x4,4)]

1. 1378 0.2 1.2129-0.4 1.2589-0.6 1.2736—-0.8
= 1.2736 + == [ 7% 2208 5o L2P00 x —]
36 + 9 * 1 1378 +4+x0. 2 +3 1.2129+4+0.4 59 1.2589+4%0.6 + 55 1.2736+4%0.8

= 1.2864



