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Introduction
Noter que,

(1) une fonction associe des nombres a des nombres,
(2) un opérateur transforme des fonctions en fonctions, et
(3) une fonctionnelle transforme les fonctions en nombres.

Le poly décrit brievement ce cours comme «l'étude d'opérateurs linéaires bornés sur des
espaces linéaires normés».

En conséquence, nous commencons par une étude des espaces linéaires (qui, vous le verrez,
ne sont en réalité que des espaces vectoriels) et des opérateurs linéaires (dont des exemples
sont des matrices dans des espaces vectoriels de dimension finie).
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1 Espaces vectoriels

Définition 1.1.
Un espace vectoriel complexe (ou un espace vectoriel sur le corps IC) (ou un espace
linéaire complexe) est un ensemble V avec addition

VXV -V,
(x,y) » x + ylasommedexety,
et multiplication scalaire
C XV -1V,
(4, x) = Ax le produit de A et x,

satisfaisant aux regles suivantes:

e x+ Wy +2z)=x+y) +2zVxyz€V,
e x+ty=y+xVx,yevl,

e J0€EV:04+ x = x,Vx €V,

o VxeV,3 —xeV:ix + (—x) =0,

e A(x +y) =Ax + Ay,Vx,y €V, VA€EC,
e A+ wWx =Ax + ux,vx €V,vA4p e,
o A(ux) = (Ap) x,vx €V,VApnEC,

e Ix = x,Vx€evV.

1l est facile de voir que l'arithmétique habituelle est vraie dans V.

Remarque 1.2.
De méme, nous pouvons définir un espace vectoriel réel en remplagant IC par IR dans
la définition.

Exemples 1.3.
LLIC" = {(x4,..., xp):x; €IC,Vi=1,...,n;n € IN}, I'espace vectoriel complexe de n-
tuples de nombres complexes avec addition des coordonnées

pes X))+ e Y) = O + Y0 + V)5 (g, X0), V1e o0 Yn) EICT
et multiplication des coordonnées par un scalaire
Alxy, ..o, xp) = (Axq,...,Ax,), 4 €1C,(x1,...,xn) € IC™.
2. Un espace vectoriel complexe de dimension infinie:
IC'N = {(x4,..., xp,...):x; €EIC,Vi € IN}

est l'espace vectoriel complexe de suites de nombres complexes avec addition des
coordonnées et multiplication scalaire:
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x+y=0@1+y,--0 X + Yoooer), Ax = (Axq, ..., A xy,...),
x = (Xg,ee0, X yee Y = Viseeer Yyerr) EICTY, A €lC.
3. L'espace vectoriel complexe de toutes les fonctions continues a valeurs complexes sur [0,1]
C[0,1] = {f:[0,1] = IC: f est continuesur [0,1]}

avec addition ponctuelle

F+9®=r7fWO+ g, f,g €Clol]t € [01],
et multiplication scalaire

AH @) = Af (t),f €C[0,1], A €lIC,te [01].
Ces opérations sont bien définies en raison du fait suivant (du cours d'analyse de base):

Si f, g sont des fonctions continues sur [0,1] et A € IC alors (f + g) et Af sont continues sur
[0, 1].

1.1 Sous-espaces vectoriels

Définition 1.4.
Un sous-ensemble non vide de W d'un espace vectoriel V est dit un sous-espace
vectoriel (ou un sous-espace linéaire) si

1. Pour chaque x,y e W, x +y € W;

2. Pour chaque x € W et chaque A € IC (ou IR); Ax € W.

Remarque 1.5.
Un sous-espace vectoriel W est lui-méme un espace vectoriel par rapport a 1'addition

et a la multiplication scalaire définies sur V.

Ques_tion 1.6.
Soit D le disque unité fermée, c'est-a-dire

D =1{z€lIC:|z| < 1}
I1 est évident que D est un sous-ensemble de IC.
D est-il un sous-espace vectoriel de I1C?
La réponse est non.
Les conditions (1) et (2) de la définition d'un sous-espace vectoriel ne sont pas remplies:
1 Pourz, = z, = 1,nousavons z; + z, = 2,donc |z, + z,| = 2. Ainsiz, + z, & D.

2 Pourz = i,nousavons | Az | = | A| pour chaque A € IC. Ainsi Az & D lorsque A est tel
que |A] > 1.
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Exemple 1.7.
Montrer que W = {f € C [0,1]: folf(x) dx = 0} est un sous-espace linéaire de C [0,1]

Preuve.
1) Il est évident que W est un sous-ensemble de C[0,1], c'est-a-dire W < C[0,1].

2) W est un sous-ensemble non vide.

Par exemple, fy (t) = 2t — 1 appartient a W, puisque

' ! 2t?
[hwa=[ c-na=E - op=o

3) Pour chaque f, g € W, nous avons

parlalinéarité
desintégrales

LU+9made = [[(f©O+g@ENdt 2 [Ff©)dt+ [, gt)de
=0+0=0.

Ainsif + g EW.

4) Pour chaque f € W et A € IC, nous avons

parlalinéarité
desintégrales

fol(/lf) () dt = fol/lf(t) dt = Afolf(t) dt = 0.

Ainsi Af € W. Par conséquent, W est un sous-espace vectoriel de C [0,1].

Exemple 1.8.
Soit [ I'ensemble de toutes les suites complexes x = (x,,)5—; qui sont carré sommables,

c'est-a-dire satisfont Yo |x,|? < oo; on écrit
12 =4(xq,..., X ,...):x; €EIC,Vi €IN et lenl2 < 00}.
n=1
Montrer que [? est un sous-espace vectoriel de ICTY,
Rappeler que
IC'N = {(x4,..., xp,...): x; EIC,Vi € IN} avec
x+y=&1+y,.-, xqp +yn,...), Ax = (Axq, ..., A xp,...)

Preuve.
1) Il est évident que [? est un sous-ensemble de IC'V.
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2) La suite = (1,

N | =
w =

1 . ;. 1
peenszieen) € 12 , puisque la série Z;‘{;l; converge.

Ainsi [? n'est pas vide.

3) Nous devons prouver que, pour tout x = (X,)oeq, ¥ = (Vn)req € 12,
x+y = +YV,.e, Xp + Vp,...) €2

11 faut donc montrer que la série Yo, |x, + V,|? converge.

Nous le prouverons dans le théoréme 1.11.

4) Pour tout x = (x,)o-, € [> et A € IC nous avons Ax = (Axq,..., A X,,...)

Notez que
D l? = Y A2 = 2 Y el < oo
n=1 n=1 n=1

donc Ax € [2.

Ainsi [? est un sous-espace vectoriel de ICTY, et [? est un espace vectoriel complexe.

L'inégalité de Cauchy-Schwarz 1.9.
Yio1 by < (Zioqlagl®)V? (ZRoq|be )12

pour tout ay, b, € IR; ay, b, =0,k =1,2,...,n; n € IN.

Elle découle de

Lemme 1.10.
Pour tout x,y € 12, la série Yo |x, V| converge absolument et

1 1
=1l XnVnl < (Z?{)=1|xn|2)E (Z§=1|}’n|2)5-

Preuve.
En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour chaque k € IN, nous avons

parl'inégalité
de Cauchy—Schwarz 1 1
—_— —_— ~ 5 5
Zg:ﬂxnyhlz g:ﬂxn”yhl S (Zg=ﬂxnp)2(zg=ﬂyﬁp)z
[ee] 2 l [ee] 2 l
< Qn=1lxn 1?2z Erzilynl®)?

Cette derniére expression est un nombre fini indépendant de k, et donc la série Yo%, Vy|
converge et lorsque on fait tendre k vers +oo on obtient
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1 1
P (len|2> (Zw) .
n=1 n=1 n=1

Théoreme 1.11.
Pour tout x,y € 12,

1 12
bt + Yl < {2 + (i lynl?z)

etx + y€l?

Preuve.
Pour chaque n € IN,

% + yul? = Cen + ¥) O + V)
= XpXn t YnXn + XnVn + YnIn
= |xal? + X2 V0 + X0 + [ynl?
< |xnl? + 20x, Y01 + |ynl?
Par conséquent, pour chaque k € IN,
Tr=ilon + yul? < Zioi(xal? + 20,771 + [y ?)
= Yn=alxn? + 225 i | V| + X oa Iy
< Y=l + 225 Ve | + Zoq v ?

1 1
< Xoailxnl?® + 20 lxn )2 iyl ®)2 + Z5iqlynl?

1 12

= {@ a2 + Cialyal?)2}

Cette derniére expression est un nombre fini indépendant de k, donc la série Yy |x, + y,|?
Converge et

1 2
2

1
co co E co
D bt 3l < (len|2> + (Zlyn|2>
n=1 n=1 n=1

et le théoréme est démontré.
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2 Espaces normés
Supposons que nous ayons un espace vectoriel I/, la généralisation de IR", et que nous
voulons connaitre la taille des vecteurs x € V, et la distance entre deux vecteurs x,y € V.

Supposons que nous souhaitions également estimer la distance d'un vecteur x € V' a un sous-
espace vectoriel W c V. Pour traiter ce type de probléme, nous définissons une norme sur V.

Définition 2.1.
Une application

l-1:V — IR
x =1 x|l
ou 'V est un espace vectoriel complexe (réel), est appelée une norme si elle satisfait
NI || x II> 0 pour tous les x € V '\ {0},
N2 Ax [I= | A| I x | pour tous les scalaires A € IC (A€ IR) etx €EV;

N3lx+ yI<lxIll +Ilyll pourtoutx,y €V (l'inégalité triangulaire).

Remarque 2.2.
Notez que N2 implique que || O || = 0. Ainsi, nous avons

Il x = O0sietuniquementsix = 0.

Exemple 2.3.
Dans IR? = ((x,¥): x,y € R), I'application

I.1l,: IRZ - IR

xy) = el = yx2 + y2.

C'est ce qu'on appelle la norme euclidienne d’un vecteur. La norme euclidienne n'est qu'une
fagon de mesurer la longueur.

Maintenant, nous allons vérifier que ||(x, y)|l, = /x? + y? définit vraiment une norme sur
IR?, c'est-a-dire que nous devons vérifier que les conditions N1, N2, N3 sont remplies.

N1 Pour tout v = (x,y) # 0,|lvll, = x2+ y2 > 0.

N2 Pour tout v € IR? et 1 € IR,

[2vll; = 1GAx, )l = Y (Ax)2 + (Ay)?

— AZ(XZ + yz) = Illm = IAIH‘UHZ

N3 Pourtout vl = (xl,yl) et vz = (xZ,yz) € IRZ,
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vy + vall3 = 1Cey + 22,510 +y2)lI5 = (eg +22)% + (1 +32)°
=X{ 22000 + x5 + Y1 + 2y1y2 +y3
= (xf +x3) + (vf +y7) + 20122 + y1¥2)
= llvall5 + llv2 I3 + 20122 + ¥172)
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
X120, + y1y2] < (xF +}’12)%(x§ +}’22)% =l vy 20l vz 2
Donc
vy + w113 < Hlwill3 + 2 1 vy a1l vy o+ lvall3 = Cllwg lz + 1 vy 1)
Par conséquent,
lvi+vy lla<llvyllz 11 vz ll;
C'est ce qu'on appelle I'inégalité triangulaire.
Définition 2.4.
Une paire (V, |l - ), ot V est un espace vectoriel réel ou complexe et || - || est une norme

sur'V est appelée un espace normé.

Exemple 2.5.
Montrons que (12, | - |I,) est un espace normé, ou
1
(e} [ee] E
12 = (xq, e, Xp,..):x; EIC, Viet lenl2 < 00} et I x Il,= (lenP) :
n=1 n=1
Preuve.

Nous avons prouvé auparavant que [? est un espace vectoriel complexe, nous devons donc
vérifier que || - I, est une norme sur [2.

L’application

Il+lly : 1% > IR;

1

x =l x ll = Gpsilx,l?)
est bien définie, car comme x € [? par définition la série Yo, |x,|? converge.
Nous allons maintenant vérifier que les conditions N1, N2, N3 sont remplies.

N1 Il est évident que, pour x € [2 \ {0}, c'est-a-dire x # 0, il existe un entier iy € IN
tel que x;, # 0 c’est-a-dire | x;, | > 0 . Ainsi
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Il xll, =22 |x;,|>0.
N2. Nous devons montrer que || Ax ll,= |A]| |l x ll, pour tout A € IC et tout x € [2.
Nous avons
1
® 2
I Ax llp= (Zuan) (ZIAI Ixn|2> 1 (lenP) = 1210 x 1,
n=1
pour tout A € IC et tout x € [2, selon les besoins.
N3. Nous devons montrer que | x + y [I,< 1l x ll, + Il y ll, pour tout x,y € [2.
Par le théoréme 1.11, pour tout x,y € [2,
(Zu + yn|2> (len|2> (Zlyn|2>
On a donc, pour tout x,y € [2,
lx +yl<llx I+l yl;
Par conséquent, (12,1l - ll,) est un espace normé.
Exemple 2.6.
Montrons que (C [0,1], 1l - ll) est un espace normé, ou
C[0,1] = {f:[0,1] » C: f estcontinuesur[0,1]} et Il f llo= sup|f (t)].
0st<1
Preuve.
Nous avons montré auparavant que C [0,1] est un espace vectoriel complexe.
Nous devons donc vérifier que || - Il est une norme sur C [0,1], c'est-a-dire que nous devons

montrer que les conditions N1, N2, N3 sont satisfaites.
N1Sif # 0,ilexiste t, € [0,1] tel que f(ty) # 0 c’est-a-dire |f(ty)| > 0. Ainsi

I'f llw= sup|f(@&)[=|f(t)]|> 0.

o<t<1
Donc |l f llo> 0 pourtout f € C [0,1]\ {0}.

N2 Soit A€ IC et f € C [0,1], alors

IAf Nleo= sup [Af(E) | = sup [MIF () | = |A] SUPIf(t)I AT f e

0<t<1

N3 Soit f,g € C [0,1]. On voit facilement que, pour tout t € [0,1],
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If@®+g®l < [fOI+1g@®)] < suplf(t)|+0sup|g(t)| <I f lotll g llo

0st=1 <t<1
Ainsi

sup|f(®) +g@OI <l f llotll g Il

0<t<1

Donc I f+9 o<l f llot+ll g llc pourtout f,g € C [0,1].
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3 Espaces préhilbertiens
On considéere dans tout ce chapitre, un espace vectoriel V sur K = IR ou IC.

Définition 3.1

On appelle produit scalaire sur V toute application {.,.) de V X V dans K telle que,
quels que soient x; y; x’ € V;A; u € K, on ait les propriétés suivantes :

a) (Ax + ux’; y) = Ux; y) + ulx’; y) (linéarité en x)

b)Si K = IR; (y; x) = (x; y) (symétrie)

SiK = IC;(y; x) = (x; y) (antisymétrie ou symétrie hermitienne)
c) (x,x) € IR, (positivité)

d) (x,x) = Osietseulementsix = 0:

Remarques 3.2

1) Si K = IR, le produit scalaire est aussi linéaire dans la seconde variable; il est "bilinéaire
symétrique".

Mais si K = IC, les propriétés (a) et (b) donnent :

(6 Ay +uy) =Ax y) +ils y) Vx; v,y €H ;YA pelC
le produit scalaire n’est pas linéaire dans la seconde variable, il est anti linéaire en y.
On parle alors de forme " sesquilinéaire hermitienne".

2) Une application (.,.) : V XV — K qui satisfait uniquement les trois premiers axiomes
(a), (b) et (c) est appelée semi-produit scalaire.

Définition 3.3

Un K-espace vectoriel V muni d’un produit scalaire est appelé espace préhilbertien
(réel si K = IR; complexe si K = IC).

Les principaux exemples a retenir sont IC™ et £,.

Exemple 3.4
Considérons

IC" = ((x1,.--,xp):x; €IC, Vi = 1,...,n}

Il a un produit scalaire
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n

(x,y) = Z XiY,

i=1
pour x = (X1,...,Xp) €ty = (V1,--+, VYn)-
Ainsi on définit I'application
(.,.): IC™ x IC™ - IC
(,y) = (xy) =X Xy
Cette application a les propriétés suivantes:

(i) Pour tout x,y € IC™

(x,y>=i Lyl=i YL=<
L : :

(ii) Pourtout A € IC et x,y € IC™,

n n
(Ax,y) = lei}z = AZ Xy, = Ax,y)
i=1 i=1
(iii) Pour tout x,y,z € IC™,

(x+3,2) = ) (i + 97
i=1

=D xgt ) yiE = )+ 2

i=1 i=1

(iv) Pour tous les x € IC™ \ {0},

n n
(x,x) = infl = leil2 > 0.
i=1 i=1

Ainsi IC™ muni du produit scalaire {x, y) = 2.I-, x;, est un espace préhilbertien.

Nous aimerions trouver une version de dimension infinie de IC™.
On peut parler de I'espace vectoriel complexe IC'N = {(x;)){2,: x; € IC,Vi € IN}.

Question 3.5.
La série 2.2, x;¥, converge-t-elle pour tous les x et y de IC'N?
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Malheureusement, cette série ne converge pas pour certains x et y de IC', il n'y a donc pas
de moyen naturel d'étendre la notion trés importante du produit scalaire a IC' ™.

Exemple 3.6.
Considérons

12 ={(x,)5_1:x, € IC,¥n € IN telles que ZIin2 < 00}

n=1
avec le produit scalaire
()12 x 1?2 > 1IC
(,y) = xy)=Xri XDy -
Alors (12, (-,-)) est un espace préhilbertien.

Preuve.
Dans la section 1, nous avons démontré le lemme 1.10:

Pour tout x = ()=, ¥ = (Vn)e-, € 12, la série 25—, |x,, 7, | converge absolument et

1
co co E co
P (len|2> (Zw)
n=1 n=1 n=1

1
2

Ainsi, 'application
(1?2 x 1?2 > 1IC
(,y) = {6y) = X5o1 XnVn
est bien définie
2) De maniere similaire au cas de IC™, nous pouvons vérifier que I'application
()12 x 12> 1IC

satisfait les conditions (i) - (iv) de la définition du produit scalaire.

Exemple 3.7.
L'espace vectoriel complexe C [0,1] = {f:[0,1] — IC: f est continue sur [0,1]} devient

un espace préhilbertien lorsqu'il est doté du produit scalaire
():C[0,1] x C[0,1] = IC

donné par
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1 -
(f.9) = [, f@® g(@ dt.
Vérifions que les conditions (i) - (iv) de la définition du produit scalaire sont remplies.

(i) Pour tout f,g € C [0,1],

(£,9) = [of ©g@®dt = [og OF O dt =<g,f.
(ii) Pour tout f,g € C [0,1] et A € IC,
Af,g)= [, 2f(Dg@Dadt
= Afolf(t) g(t) dt (par la linéarité des intégrales)

= M/, 9)-
(i) Pour tout f3, f>,9 € C [0,1],

i+ fu) = o (i (O +£(0)g @ dt
= folfl(t) gt dt + f01 £>(t) g(t) dt (par la linéarité des intégrales)

= (fug) + {f2,9).
(iv) Lorsque f € C [0,1] et f # O,

(f.f) = [y fOF@dt =[] f@®)>dt > 0.

Ainsi (C[0,1],(-,-)) est un espace préhilbertien.

Théoréme 3.9.
Pour tout x, y, z dans un espace préhilbertien (V, (-,-)) et tout A € IC,

(i) (x, ) = Ax,y);
(i) (x,y + 2) = (x,y) + (x,2);
(i) (0, x) = (x,0) = 0;

(iv) si{x,z) = (y,z)pourtoutz €V, alorsx = y.

Remarque 3.10.
Par (i) et (ii), un produit scalaire est conjugué linéaire dans le deuxieme argument.

Preuve du théoreme 3.9.
(i) Soit x,y e Vet A € IC. alors

(x,Ay) = (Ady, x) (par (i) de la définition du produit scalaire)




Hameida Ali et Memou Ameur
17

= {A(y,x)}~ (par (ii) de la définition du produit scalaire)

= A1(y,x)
= A (x,y) (par (i) de la définition du produit scalaire).
(ii) Soit x,y, z € V. alors

(x,y + z) = (y + zx) (par (i) de la définition du produit scalaire)

= {(y,x) + (z,x)}" (par (iii) de la définition du produit scalaire)

= (y,x) + (z,x)

(x,y) + (x,z) (par (i) de la définition de produit scalaire).

(iii) Pour tout x € V,

(0,x) = (0 -0,x) = 0 - (0, x) par (ii) de la définition du produit scalaire
= 0.

(iv) Soit (x,z) = (y,z) pour tout z € V. Alors, par la linéarité du produit scalaire
dans le premier argument, pour tout z € V/,

0 = (x,2) — (y,2) = (x — y,2).
En particulier, pourz = x — y,ona{x — y,x — y) = 0.
Il résulte donc de (iv) de la définition du produit scalaire que x — y = 0;doncx = y.

3.1 Espaces préhilbertiens en tant qu'espaces normés
Dans le cas familier de IR3, la grandeur ||ul|, d'un vecteur u € IR? est égal a (u, u)/?:

lull, = (x* + y? + 2% = (wu)'/?,

ouu = (x,Y,z).Ladistance euclidienne entre des points avec des vecteurs de position u, v
est |lu — v|l,.

Nous pouvons copier ceci pour introduire une norme naturelle dans n'importe quel espace
préhilbertien.

Définition 3.11.
La norme d'un vecteur x dans un espace préhilbertien (V, (:,-)), écrite ||ul|,, est définie

comme étant (u, u)*/?.

Remarque 3.12.
Plus tard, nous montrerons que I'application

I1lz: V = IR;
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x - lxll, = (xx)"?

est toujours une norme.

Exemple 3.13.
(%, {-, -)). Nous avons

) 1/2 0 1/2
Ielly = ()12 = (fo) = (Zw) .
i=1 i=1
Trouvez |l x4 ll,, oux, = (3i,0,—4,0,...).

Par ce qui précede,

xo ;= (I3il*+ | —4*)* = (9+ 16)"/* = 5.

Exemple 3.14.
(C [0,1],(-,')). Nous avons

L= ([, fOFDADOY2 = ([, | () |2 dD)Y2.
Trouvez |l fy I, ou fo(t) = 1 —it.
Par ce qui précede

3

1l = (Shn—iwzae)” = (Jia+ eyar)” = (t|3+ "

1\ 1/2 4
= |3
0
Remarque 3.15.

Considérons C [0,1], I'espace vectoriel des fonctions a valeur complexes continues sur [0,1].
Notez que les espaces normés:

1L(CI0OALN-llo)oull f llo = sup [f(t)] et

0<t=<1
. 1
2.(C0ALI- I oull f llo= (J, IF(®)I* dt)?,
ont le méme espace vectoriel sous-jacent, mais des normes différentes.

Théoréme 3.16. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Pour tout x, y dans un espace préhilbertien (V,(-,)),

1o <M x izl y

avec égalité si et seulement si x et y sont linéairement dépendants.
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Preuve.
Lorsque y = Ax pour A € IC, nous avons

1Cc, V)| = €, 20| = |2, x| = 1AL 1 x 1= 1AL 1 x 1,0 x 1,

=l Ax il x iz =0y llz 1 x ;.

Supposons maintenant que x et y ne soient pas linéairement dépendants. Alors, pour tout
A €IC,

x + Ay # 0,donc(x + Ay,x + dy) > 0.
Ainsi, par la définition du produit scalaire, pour tout A € IC, nous avons
(x + ly,x + y) = (x,x + y) + (y,x + Ay)
= (x,x) + (x,y) + (Ay,x) + (Ay,Ay)
= (x,x) + Ax,y) + Ay, x) + A4y, y).

Choisissez A = —M,alors
vy)

(x,y)
(x, x) —W.(y,x) > 0,

par conséquent {(x, x)(y,y) > (x,y{y,x). Puisque (y,x) = (x,y)etll x I3 = (x,x),
nous avons

| Coy) | <Ux izl yll;
pour tous les x et y linéairement indépendants.

Remarque 3.17.
Rappel dans IR3

(v,w) =1l vl wl, cosb,

19

ou 6 est I'angle entre v et w. Ainsi, nous pouvons utiliser (-,-) pour tester si les vecteurs sont

orthogonaux.

Exemple 3.18.
Démontrer que, pour tout f € C [1,2],

1

< ﬁ ( f FoF dt)i-

fztm dt

Pour quel f I'égalité est-elle valable?
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Preuve.
Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz 3.16, nous avons

|7 7@ dt| = 19, f) | Geig(®) =t,t € [1,2])

<l g ll,Il f I, (par I'inégalité de Cauchy-Schwarz)

— (ﬁtZdQ%mfwb::(éﬁ) nfu2=_J§(ﬂﬂfan2d0?

L'égalité est valable si et seulement si f(t) = At pour A € IC.

1/2

Théoréme 3.19.
Soit (V,{(:,")) un espace préhilbertien. Alors

(i)l x I,= 0 pourtoutx € Vetll xll,= 0impliqguex = 0;
(i) l Ax ll;= [ A | I x ll, pourtouslesx €V et A € IC;

(i)l x +y <l x ll; + Il y ll; pour tout x,y € V.

Preuve.
(i) Il x Il,= (x,x)Y2 > 0. Par (iv) de la définition du produit scalaire,

Il x ll,= (x,x)/?2 > 0lorsquex # O.
(ii) Pourtoutx e V,A € C,
I Ax ll,= (Ax, Ax)? = (A2, x)Y? = | 2| I x l,.
(iii) Pour tout x,y € V,

Ilx +yl5=(x +yx+y)= (xx +y) + (y.x + )

(x,x) + (x,y) + ,x) + @y)=lx 15+ (x,y) + (¢y) + 1 y I3
= llx I3+ 2Re{x,y)+ll ylI3< x5+ 2| (y)| Il yI3

<lUx W3+ 20xlly Iyll,+1 yl3parlinégalité de Cauchy-Schwarz
= (xllz+Myl)*.

Ainsi, pour tout x,y € V,

Ix+yl<lxly+Iyl.

Remarque 3.20.
Le théoréme montre que || x ll,= (x,x)'/? définit une norme dans tout espace

préhilbertien.
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Par conséquent, grosso modo, chaque espace préhilbertien est un espace normé.

Théoréme 3.21 (La loi du parallélogramme)
Soit (V,{:,*)) un espace préhilbertien. Alors, pour tout x,y € V,

Ilx +yl5+lx—yl3=20x 15+ 21 yl3.

Preuve. (Exercice.)

Exemple 3.22.
Considérons I'espace normé ! de suites complexes x = (X)), tel que Yo, |x,| <

avec lanorme || x ll; = Y-, |x,|. La loi du parallélogramme est-elle valable en [1?

La norme || - |I; est-elle induite par un produit scalaire?

Théoréme 3.23. (L'identité de polarisation)
Soit (V,{:,")) un espace préhilbertien. Alors, pour tout x,y € V

4x,y) =llx+yl3—llx—yl3+ illx+iylz—illx— iyl3,

icii €IC esttelquei? = —1.

Preuve. (Exercice.)

Notez que l'identité de polarisation peut étre écrite

3

1
(x,y) = ZZ i1 x+ i*y 2.

k=0
Ainsi, si |l - I, est connu, alors le produit scalaire (:,-) peut étre récupéré.

Remarque 3.24.
Les espaces préhilbertiens sont beaucoup plus spéciaux que les espaces normés, et leur

géométrie est beaucoup plus proche de la géométrie euclidienne familiere.

Comme nous l'avons vu, la loi du parallélogramme n’est pas vraie dans un espace normé en
général, par exemple, (£, - 111), (C [0,1],11 - llo).

En fait, elle est vraie dans les espaces préhilbertiens.

Si la loi du parallélogramme est vraie dans (V, |l - |I), alors la formule

3
1
(x,y) = ZZ Pl x4 iy |2
k=0

définit un véritable produit scalaire sur V.
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4 Limites
Soit (V, I - II) un espace normé. La norme || - || nous aide a mesurer la distance entre

deux vecteurs x,y €V, soitd (x,y) =1l x — y |l, on obtient une métrique sur V pour que
(V,d) devienne un espace métrique .
Vérifier que tous les axiomes pour la métrique sont satisfaits (Exercice).
Nous avons maintenant la définition habituelle de de la limite dans un espace métrique :
Définition 4.1.

Soit (V, /- /) un espace normé. On dit qu'une suite (x,); =1, Xn € V, converge vers

x €V quandn — o si

pour chaque € > 0 il existe N € IN tel que pour toutn = N, |l x,, — x | < ¢,
c'est-a-dire la suite de nombresréelst, =lx, — x||—> 0.
n — co
Exemple 4.2.
Prenons |'espace vectoriel sous-jacent
C[0,1] = {f:[0,1] = IC: f estcontinuesur[0,1]}
avec deux normes différentes :
1 1/2
I fllo= suplf(@®, Ifl;= (f | £(t) Izdt> :
osts<1 0
Considérons la suite de fonctions f,, donnée par
—-nt + 1, sit € [0,1/n]
f =1 .
0 , site [1/n,1]
La suite converge vers g = 0 dans (C [0,1], Il ll,), mais pas dans (C [0,1],1l. ll)-
Preuve, exercice!
Remarque 4.3.
Les deux métriques
do (f,9) =1 f =g llwetd(f,g) =l f =gl

Ne sont pas équivalentes sur C [0,1].
Exemple 4.4.
Considérons l'espace normeé (I, || - Il ), ou [ est I'espace vectoriel complexe de toutes les

suites bornées x = (x,)n =, de nombres complexes, avec addition par composant et
multiplication scalaire et
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I xllo = sup|x,|.
neiN

1 Considérons la suite de vecteurs (X,,);m =1, 0U

B 11 1 0
Xm = ( Lty yeet)

et le vecteur

_ 11 1
x = ( 2w T 1),...).
Alors x,, —— x dans (1", 1l - ll).
m — oo
Preuve.
|| o= c0...0,—— :
Xm— Xl = (,...,., —— m+2"")
mfois
{ 1 1 } 1 0
= (= —
Supm+1'm+2' m+ 1m-ow

2 Considérons la suite de vecteurs (¥, ) = 1, OU

Ym = (1,...,1,00,...)

m fois
etlevecteur y = (1,1,...,1,...).
Alors y,, » y quand m — oo dans (I%, 1l - ll).

Preuve.

lym — x|l o = H (O,...,O— 1,—1,...)
mfois

= sup{0,1} =1 -» 0quandm — oo,

0]

Définition 4.5.
Soit (V, 1l - ) un espace normé et soit Y un sous-ensemble de V.

On dit qu'un ensemble Y est dense dans (V, || - I|) si pour chaque v € V et pour chaque
e> Oilexistey €Y telquellv — y | < &.EtonécritY = V.

Ou de maniere équivalente

Si pour chaque v € V il existe une suite (y,)n»1 d’élément de Y tel que lim y, = v.
n—-+oco

C'est-a-dire que nous pouvons approximer tout vecteur v € V par un vecteur y € Y aussi
prés que nous le voulons.
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Exemple 4.6.
Qestdense en (IR,| - |) via des décimales.
Exemple 4.7.
Considérons l'espace normé (¢cy, Il - Il ), oU

co ={v= (vq,..., V... )i, €EIC,V,, —> 0 }
n — oo

etllvillew= sup|v,|;etcg, lesous-ensemble de ¢, constitué des suitesv = (v,)y=1

neilN
ayant seulement quelque termes différents de zéro. Alors cr est dense dans (cg, Il * ll)-
Preuve.
Etant donné v € ¢y et € > 0. Puisquev € cy,onav = (vyq,...,V,,...)etv, — 0.
n — oo

Ainsipour ¢ > 0,3N; € IN tel que | v, | < & pourtoutn = N,.
Prenons I'élément
w = (vl,...,vNO,O,...) € Cp.
On peut voir que
v —wlle=1 (0,....0,Vy,41, Ung+2:-+-) o= SUP {| Vng41 I | Vg2 |-+ } <&

Par conséquent, ¢ est dense dans (¢, Il - ll)-

Définition 4.8.
Soit (V, Il - I) un espace normé et soit v4,..., vy, €V.

On dit que la série .;7 | v, converge dans (V, | - || si la suite des sommes partielles
Sp = Xk =q1Vx converge dans (V, |l - |I), c'est-a-dire s'il existe S € V tel que

NS, —SIl—> 0.

n — oo

Définition 4.9.
Soit (V, Il - ) un espace normé et soit v4, ..., vy, ... EV.

Nous disons que la série ). _ , v converge absolument dans (V, || - ) si la série
Y =1 I v, Il converge dans IR, c'est-a-dire .50 1 |l v, II| < oo.

Exemple 4.10.
Considérons I'espace normé (12,1 - II,), ou

12 = {(x)p=1: %, €IC, YN EIN, T2 _1]xp|? <o} etllxll, = Cro1]x,[DY2.

(1) Fixons un vecteur x € [2,x = (xy,...,Xp,...), et pour k € IN considérons le
vecteur v, = (0,...,0,x4,0,...),alors }5’_ ; v, = x par rapporta lanorme | - |l,.
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. 1 1 , . o 1 5
(2) Soity = (1,5,...,;,...). La séries Zn=1§ < oo,doncy € l°.
, ;. N 1

Nous avons prouvé que la série Y7’ ; v, ou v, = (0,. "'O'E ,0,...) converge dans

(12;” ° ”2) etz;‘f:lvﬂ. = y'

Montrer que Y.2°_ ; 1, ne converge pas absolument dans (12,1l - Il,) .

, . N 1
(3) La série Y.;0— y wy, ouw,, = (0,0,. ..,O,p ,0,...), converge absolument dans (12,1 - II,).

Preuve.l
Les sommes partielles

Sp = Xk=1Vk
= (1,00, ..,0,0,..) + (0,%5,0,..,0,0,.. )+ ...+ (0,0,0,...,%,,0,...)
= (%1,X2,---,%p,0,...),
Donc
IS, — x13=1 (x1,%X2 .-, %,0,...) — (X1, X2, -v0, Xp, Xpyr1s---) I3
= 11 (0,...,0, =Xp41, —Xn42, ) 15= Xp—pir | Xk |2 I 0,

puisque X | xi |2 < oo

Preuve.2
Pourk € N,
1 112\"* 1
= o,...,0,—,0,... = |—| =—
v, ;=1 ( " ) Iz (n) "
Donc Yo v, ll; = 27010=1% ne converge pas.
Preuve.3
En effet
1 22
”W‘n_ ”2:” (O,O,...,O,?,O,.--)”ZZ (? ) :?
Donc

[e9) [e9)
S = 3
w, = — < 00,
n 12 n2
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5 Complétion des espaces normeés

Définition 5.1.
Soit (V, Il - I) un espace normé. Une suite (x,,), =1 dansV est appelée suite de Cauchy
si, pour chaque € > 0,

il existe Ny € IN tel que n,m = N, implique || x, — xp, Il < &.

Cela nous aide a vérifier si une suite converge (éventuellement dans un espace plus
grand) sans calculer la limite.

Exemple 5.2.
Considérons I'espace normé (cg, Il - ll), ou ¢y est I'espace vectoriel composé des suites

v = (v,)y =1 n'ayant qu’un nombre fini de termes différents de zéro et

I v llo = max|v;].
LEIN

. gz . 1 1
Considérons la suite v, = (1,5,...,;, 0,...)dans (cg, Il - ).
Montrer que v = (Vy)y = 1 est une suite de Cauchy dans (cg, Il * ll)-
Preuve.

Etant donné ¢ > 0, prenons N, = E] + 1, ou [x] est |a partie entiere de x.

Alors, pour tout m,n = N,,

1 1 1 1
” v‘n_ - vm ”oo:” (115 I"'I;IOI"') - (1151--”;;0'---) ”oo

1 1 .

I (O,...,——,...,——,O, )IIoo sim>n
n+1 m

= 1 1 .

I ({o,..., sy =0, 00 ) oo sin>m
m+1 n

0 sim=n

1 1
= max {(n+1)'(m+1)} <€

Remarque 5.3.
Nous avons montré dans I'exemple 4.4 que

1 1 N

Vg — UV = (1,—,...,—,...) par rapport ala norme |l . .
k > o 2 n

Notez que v € ¢y, mais v & cp. Donc la suite v, est une suite de Cauchy, qui ne converge

pas dans (cg, |l - ll), mais converge dans le plus grand espace (cg, Il * ll)-

Définitions 5.4.
a) Un espace normé (V, |l - |I) est dit complet si chaque suite de Cauchy converge vers
une limiteen V.
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b) Un espace normé complet est appelé un espace de Banach.

Exemple 5.5.

L'espace normé (cg, Il - Il ) n'est pas complet.

Preuve.

Nous avons prouvé que la suite v, = (1,%, . .,%, 0,0,...) dans c est une suite de Cauchy,
qui ne converge pas dans (cg, Il - Il ); voir I'exemple 5.2 et la remarque 5.3. Par conséquent
(cr Il -l ) n'est pas complet.

Théoreme 5.6.
a) L'espace normé (IR, | - |) est complet.

b) L'espace normé (IC,| - |) est complet.

Proposition 5.7.
Dans un espace linéaire normé:

(a) Une suite convergente est de Cauchy.
(b) Une suite de Cauchy ( x,) est bornée. Autrement dit,
il existe un M > 0 tel que || x,|| < M pour tout n.
(c) Toutes les sous-suites d'une suite de Cauchy sont de Cauchy.
(d) Si ( x,,) est de Cauchy et qu'une sous-suite converge vers x, alors

Xn CONverge vers x.

Preuve

(a).
Soit ( x,,) une suite convergente avec comme limite x. Il existe alors N € IN tel que
pourtoutn > N,onallx — x,| < g
Soit doncm,n = N, alors
I xm — xnll = Nl —x + x = x4l

Sl xm—xll + l2n—x]| <42 = &
Donc ( x,) est de Cauchy.
(b).
Supposons que ( x,,;) soit une suite de Cauchy, Il existe alors N € IN tel que

pour toutn,m = N nousavons|| x, — x| <& = 1.

En particulier, avec n = N nous avons ||xy — X, || < € = 1 etdonc || x,,|| < ||xn|| + 1. Soit

K = max {|lx.|l, llx2l, 1231l - 1w o I, Hlxew Il 4+ 13
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Alors pour toutn € N, || x,|| < K et donc { x,,} est bornée.

(c).

Soit ( x5, ) une sous-suite de la suite de Cauchy ( xy,).

Remarquez que n, = n pour tout k € IN. On a que, pour € > 0, il existe N € IN tel que
pourtoutm,n = N,ona || x, — xn| <e

Donc pourtoutk,l = N,n, =n=Netn, =2n= Netdonc || x, — x| <e.

Donc { x,, } est de Cauchy.

(d).

Soit ( x,,) Cauchy. Soit € > 0, Il existe alors N € IN tel que pour toutn = N, on a

€

2

Soit ( x,, ) converger vers x. |l existe alors | € IN tel que

len'_ an|<

€
pourtoutk =] = N,ona ||l x,, — x| < >
Alors pour n = max {N,]},ona

€

2 = E&.

€
20 = xll =Ml = %) + 2y — x|l < [ 20 = 2l + 12y — x| <5+

Donc ( x,) = «x.

Théoréme 5.8.
Un espace vectoriel normé X est complet si et seulement si chaque série absolument

convergente converge en norme.

Preuve.
Supposons d'une part que X soit complet et que Y, Il x,, Il converge.

En écrivant Sy = XN_, x,, , nous avons

M M (o)
ISy — Sy Il =1 Z X Il < Z lxall < Z lx, || — 0.
N - o
n=N+1 n=N+1 n=N+1

Ainsi {Sy} est de Cauchy et donc convergente.

Supposons en revanche que toutes les séries absolument convergentes convergent et que
{x,} soit de Cauchy. Choisissons pour chaque j un indice n; de sorte que

mnznjet | x, —x, 1<27/.

Six, = 0, nous avons
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Xn, = Z(xnj - xnj_l)'
j=1

Par l'inégalité triangulaire la série Zﬁl(xnj - xnj_l) converge absolument.
Par conséquent, Xn, COnverge vers une certaine limite y.

Pour voir que {x,} converge vers y, nous notons que pour n = n, et k assez grand, nous
avons

X — 2, 1< 27
et donc
” Xn — }’||S|| Xn — xnk ” +|| xnk — }’||S2_k+2‘k§2‘(k—1)

etdoncx, — y .
n — oo

29

Exemple 5.9.
Soit X un espace topologique et Soit C;, (X) I'espace des fonctions continues bornées (a

valeurs complexes) sur X.
Définissons la norme || - I, sur C, (X) parll u llo = sup {Ju(x) |: x € X}.

Supposons que X, Il fi lle < 0. Alors

FE) = D fu0) €6 M et 1f1us D 1 full

et 2.2 f, converge vers f en norme (Vérifiez!).

Par le théoreme précédent nous concluons que C, (X) est complet.

Exemple 5.10.
Soit (X, M, ) un espace de mesure. Nous affirmons que L! (X, M, ) est un espace normé

complet par rapport a la norme

170 = [ @l du.
(Ici, nous identifions les fonctions qui sont égales p.p.)

En fait, supposons que Y77 1 Il f, Il; < 0. Alors, par le théoréme de la convergence
monotone,
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filfnl du = iflfnldu: i”fn”1<0°

desorteque g = Yo |f| est dans L! et donc fini pour presque tout x.
Pour de tels x, nous avons que f(x) = X7 - 1 f (x) est fini.

Par le théoreme de convergence monotone (TCM)

[ira=[ > alans [Sa an = oy <3 [ih1an = Y ugn, <o

nous avons que f est dans L. En utilisant a nouveau le TCM,

IIZIj:fn —fII1=f

Maintenant, le théoréme précédent prouve notre affirmation.

0]

>k

n=N+1

0]

dp < i f|fn|du= A
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6 Sous-espaces linéaires fermés
Définition 6.1.

Soit (V, Il - ) un espace normé et soit X un sous-ensemble de V.

On dit que X est fermé si, pour chaque suite convergente de vecteurs de X, sa limite est
dans X.

Exemple 6.2.

1. (IR,| - |)etX = (0,1). X n'est pas fermé, par exemple, (:11) c (0,1), mais
n=1

lim — = 0 ¢ (0,1).

n-ocont+l

2.(IR,| - ) etX = [0,1]. X est fermé.

Définition 6.3.

Soit (V, 1l - II) un espace normé. Nous disons que W est un sous-espace linéaire fermé
de V si W est un sous-espace linéaire et W est fermé par rapport a |l - ||.

Exemple 6.4.

Cr est un sous-espace linéaire de cy, mais ¢z n'est pas fermé par rapport a la norme || « [l .
F 0 F

Nous avons prouvé que, pour v% = (1,.. .,%, 0,...)decg,
y e (1 1 1 )
Jim vt = v = T E 1)

doncv €& cg.

Exemple 6.5.

Montrer que, W = {f € C [0,1]: f(t,) = 0},0outy, € [0,1], est un sous-espace linéaire
fermé de C [0,1] par rapportalanorme || f Il = tes [%E] | f () ].

Preuve

1. Il est facile de montrer que W est un sous-espace linéaire.

2. Soit (fp)n=1 une suite convergente de fonctions de W, c'est-a-dire

fn € W pourtoutn € IN etilexiste f € C[0,1]telquell f, — f llo— O.
n — oo
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Notez que, pour tout t, € [0,1],
|fu(to) —f (to) | < sup [fu(®) =F@| =lfa=fllo—0.
te[0,1] n - oo
Ainsi lim f, (t,) = f (t,). Par hypothése, f,, € W, c'est-a-dire f,, (t;) = 0.
n — co

D'ou f(ty) = 0, etdonc f € W. Ainsi W est fermé par rapporta |l - llo.

Exercice 6.6.
Soit Y = { (x,,) € [*|au plus un nombref inide x,, # 0 }:
1) Montrez que Y n'est pas complet.

2) Montrer que Y = [,

Solution.

1) Soit
X, =(2_1; 272:273, 27 0:0; O;...).
Alors x1; x5; ... €Y. Nous définissons également
x = (27Y;27%;23;.) et
(Le fait que x € [T découlede XP_,27% = 1 < 4w.)
Noter que v = (Vq, ..., Uy, ...) €11 © Y2 |v,| < 400 et||v]lr =272 1wl

Nous affirmons maintenant que x,, — Xx; cela découle de
n—-0o

lx, — x| = ||(O; 0;..;0;2n1.,p-n=2, )”

(o)
= E 27k —0
k=n+1 n-00

Notez que x & Y, par la définitionde Y.

Donc par le Théoréme 6.7 (b), Y n'est pas fermé (en tant que sous-espace de [1).
Par conséquent, d'apres le Théoreme 6.8, Y n’est pas complet.

2) Montrons que la fermeture de Y c’est Y i.e. ¥ = [,

Pour le prouver, soit x = (xq, x5, ...) € [1.

Puis formons la suite y;, vy, ... ou

Vo = (X1, X2, .., %, 0, ...)
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Alors y4,y5,...€Y et y,—> x Car
n—->oo

oo
=yl = > bl = 0.
n—-oo

k=n+1

[Preuve détaillée de la derniére affirmation: Soit S, = X} _|x,l.

Alors S = lim S, = X7¥_,|x,| existe en tant que nombre réel, puisque x = (x,,) € 1.
n—o0o

Donc (S,,) est une suite de Cauchy, et donc pour tout € > 0 il existe N tel que |S,, — S,| < €

chaque foisquem > n > N, c'est-a-dire

m

|x| < € chaquef oisquem = n > N.
k=n+1

Pour n fixé, nous faisons m — oo dans la derniére instruction pour obtenir

z |x,| < € chaquef oisque n > N

k=n+1

Mais un tel € > 0 était arbitraire; d'ou nous avons prouvé lim Y., . ,|x,| = 0.]
n—oo

D'ol par le Théoréme 6.7 (a), x € Y. Ceci est vrai pour chaque x € [1. D'ouY =[%.

Théoréme 6.7 (Fermeture et ensemble fermé)

Soit M un sous ensemble non vide d’un espace métrique (X, d) et M sa fermeture.
Alorson a

a) (x € M)sjetseulementsi(3(x,) € M telle que x,, — x)
n—-oo

b) (M estfermd sjetseulementsi(si (x,,) € M telle que x,, — x alors x € M)
n—->oo

Théoréme 6.8 (Sous espace complet):

Un sous espace M d’un espace métrique complet X est lui-méme complet si, et
seulement si 'ensemble M est fermé dans X.
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7 Espaces de Hilbert
Les espaces préhilbertiens IC™ et [? partagent une autre propriété pratique:
ils sont complets par rapport a la norme induite par le produit scalaire, c.-a-d.
1
I x Il = (x,x)z.
7.1 Premieres propriétés, exemples
Définition 7.1.
Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien qui est complet par rapport a la
norme générée par le produit scalaire.
Théoréme 7.2.
L'espace préhilbertien (12, (:,-)) est un espace de Hilbert.
Preuve.
Nous prouverons I'exhaustivité de (12, | - II,), ou
oo 1/2
lxIl, = (z |xn|2> pourx = (Xq,Xg, ..., Xp,...).
n=1
Soit (X)) =1 une suite de Cauchy dans (1%l - Il,) avec Xy = (Xg,, Xiy» o) Xiepps -o-)-
Nous devons montrer que (x;)% - ; converge vers une limite dans (12, |l - ll,). Nous le ferons

en trois étapes:
1. Trouvez une limite candidat q;
2. Montrez que a € [?;

3. Montrez que klim x, = a dans (12,1 - II).

Etape 1. Trouver une limite candidate a.
Nous devons trouver a € [? tel que

x! = (xl,xd, . xk, )

x2 = (x%,x%,...,x2..)

3= (x3,x3,..,x3,..)

X

xk = (xk xk, . xk L)

convergevers a = (aq, az,..., Qp,---).
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Considérons une «colonne» fixe n.

La suite (xX)%_, est une suite de Cauchy dans (IC,| - |) puisque
[ee]
B N R N FUEE |
i=1

et, par hypothese, pour tout € > 0 il existe N, € IN tel que
k,l > N, implique |l x* — x' I, <§,
ce qui implique que
| xk —xb | <lxkF = xtl,<e.
Rappelez-vous que (IC,| - |) est complet.

Ainsi (x¥)?_, converge vers une limite a,, € IC quand k — oo, c'est-a-dire

lim xf = a,.
k —> oo

Considérons a = (ay, a,,...,a,,...)dans IC'Y,

Etape 2. La limite candidate a appartient a 2.
Nous montrerons que (x* — a) € 2 pour certains k.
Puisque [? est fermé par soustraction, il s'ensuit que
a =x* — (x*¥ — a) €2
) ~ .
€l? €12

Soit € > 0. Par hypothése, il existe N, € IN tel que k,l > N, implique || x*¥ — x' |, <e.

Choisissons N € IN. On a, pour tout k,l = N,,

N P oo 2
Z | x = x| SZ |xl = xt | =lxk - xb g <€

Soit [ — oo la somme finie sur le c6té gauche. Par les propriétés des limites dans IC, nous

avons
: N k 1|2 N k : 1] N k 2
Hm M| xf — xH| = 2N |xF — limxt| = ZM 4| xF — a;| et
Il > o0 l—> oo
N

lim | xk — xb |2 <€

I=ooluj=y
Ainsi

N
Z | x¥ — a; |? <€z
i=1
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Etant donné que cela est vrai pour tous les N € IN , nous avons, en faisant N — oo,

0]

lelk — q;|* <€

=1

N 1/2
Dot xk — aelPet|x — all, = (T2, xF — a;|2)"" < epourtout k > N,.
Etape 3. i mx* = a.
k> oo
Nous avons montré a I'étape 2 que pour tout € > 0, il existe N, € N tel que

k = N, implique || x* — a ll,<e.

D'ou lim x*¥ = a.

k —> oo

Ainsi, chaque suite de Cauchy dans [? converge vers une limite dans [?, et donc [? est
q y

complet.

36

Exemple 7.3.

Soit % le sous-espace de 12 composé des suites x = (x,)5~, ayantseulement un nombre

fini de termes différents de zéro.

Montrer que £Z n'est pas un espace normé complet par rapport a la norme

o0 1/2
” X ”2 = (x'x>1/2 = (Z Ixi|2> ’
i=1

donc £2 n'est pas un espace de Hilbert.

Preuve.
1. Considérons la suite (x;) 7 ; dans £ avec

x! = (1,0,...,0,0,...)

k 1 ! 0,...)
x = I_I 'I_I yr -
( k
2. Nous pouvons voir que
1/2
- , 1/2 max {k,l}
Il x* — xtl, = (Z | xk — x| ) = z (1/i)?
t=1 min{k,l}+ 1

= ISmax{k,l} — Omin{k,l} |1/2 - Oquandk,l - oo,
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N 1 . L. 1
ouSy = XN 172, PuUisque la série 2.7 17z converge dans (IR,| - |).
Ainsi la suite (x;)5%_ ; est une suite de Cauchy dans (¢%, II. II,).
. . 1 1 2
3. On voit aussi que, poury = (1,5,...,;,...) € [°,
1/2
= 100 ) b (B )

Ixk =yl =100~ =gy ) o= (Zokenz) =20

D'ou lim x* = ydans (2.
k — oo
4. Notez que si une suite dans un espace normé tend vers une limite, alors la limite est
unique.
Supposons que (x;) 7. ; converge vers w € £2 C 12, alors dans (12,11 - II,), klim xk = yet
— co

lim x¥ = w.

k —> oo
Ainsiw = y, maisy & .
Par suite, la suite (x; )y 1 ne converge pas vers une limite dans ¢%.

Par conséquent, £Z n'est pas complet, et donc £% n'est pas un espace de Hilbert.

Remarque 7.4.
(£2, (-, -)) est un espace préhilbertien qui n'est pas un espace de Hilbert.

Remarque 7.5.
Chaque espace de Hilbert avec || - I, = (,- }/? est un espace de Banach, c'est-a-dire un
espace normé complet.

Exemple 7.6.
(C[0,1],1I'- lls) est un espace de Banach qui n'est pas un espace de Hilbert, car il est

impossible de définir un produit scalaire sur C [0,1] qui induit la norme || - || ,. Pourquoi?

Exemple 7.7.
L'espace vectoriel complexe C [0,1] avec le produit scalaire

(. 9) = f £@®) g(o) dt,

est un espace préhilbertien qui n'est pas complet par rapport a la norme

1 1/2
I fll,=(f, )V = (f | f(®) Izdt> :

et n'est donc pas un espace de Hilbert.




Hameida Ali et Memou Ameur
38

Preuve.
Dans la section 3, nous avons prouvé que (C [0,1],(:,)) est un espace préhilbertien.

Maintenant nous devons montrer que (C [0,1],1l - ll;) n'est pas complet.

1) Considérons les fonctions f,, € C [0,1], ou

(0 te o1 1
’ ['2 n]
1 1 11
t) = - ——
fa (1) %n(t 2)+ L, telz-—.-]
1
1. te [5,1]

Montrez que la suite (f,); =1 est une suite de Cauchy dans (C [0,1],1 - ll;) mais {f,} n'a pas
de limite dans C ([0,1]) et complétez la preuve.

7.2 Orthogonalité, théoremes de projection
Définition 7.8.

Deux vecteurs x et y d’un espace préhilbertien sont dits orthogonaux si {(x,y) = 0
La relation d’orthogonalité ainsi définie, notée 1, est symétrique.

Soit x € H. D’aprés I'axiome (d) de la définition 1.1, il estimmédiat que si x est orthogonal a tout y €
H, alors x = 0.

Proposition 7.9. (Théoreme de Pythagore)

Si x et y sont deux vecteurs orthogonaux d’un espace préhilbertien, alors

lx + 117 = lixll? +llyll> (5)
Preuve.
Découle immédiatement de ce que
llx +y1I? = llxll* + llyll* + 2Re (x; y) vx; y €H

Remarque 7.10.
La réciproque de la proposition ci-dessus est vraie dans le cas des espaces préhilbertiens réels.
Définition 7.11.

On appelle orthogonal d’une partie A de H, 'ensemble noté A* formé des éléments
orthogonaux a tous les éléments de A4,

At ={x€eH; (x;a)= 0, Va€e A}
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Proposition 7.12.

Pour deux parties A et B d’un espace préhilbertien H, on a :
i) A est un sous-espace vectoriel fermé.
i)Ac B =Bt cAt

i) At = (A)* = (VectA)t = (VectA)*:

Définition 7.13. (Ensemble/Fonction convexe)

Théo

(i) Un ensemble K est dit convexe si, pour tous points x et y de K, le segment [x; y] est inclus
dans K, i.e. quel que soitt € [0; 1], le point tx + (1 — t)y appartient a K.

(ii) Une fonction f définie sur un ensemble convexe K est dite convexe si
V(x;y) €K% V€O 1 ftx+ (1— Oy) < tf () + A — Of ().
La fonction est dite strictement convexe si
V(xy) €K% x #y; VEE]O; 1[; fltx + (1= )y) < tf() + (1= OfF ).
réme 7.14. (Projection sur un convexe fermé)

Soit K un convexe fermé non vide d’un espace de Hilbert H. Alors, pour tout point x de H, il
existe un unique point xx de K

tel que :
lx — x¢ll = minllx — yll  (=d(x K)) (6)
YEK
Autrement dit, il existe un unique point xx € K qui est a une distance de x la plus petite
possible. Ce point xx s’appelle la projection de x sur K, et est caractérisé par la propriété

{ xg €K 7
Re(x —xg; y— xx) <0, VyeK ™)

Remarque 7.15

Six € K; alors xg = x.

Remarque 7.16.

La conclusion du théoréme reste vraie si I'on suppose simplement que H est préhilbertien et

qgue le convexe K est complet pour la distance induite.

En posant Pg(x) = xg, on définit une application Px: H — H, appelée opérateur de projection sur

I'ensemble convexe K.

Le cas particulier le plus important du théoréme précédent est la projection sur un sous-espace

vectoriel fermé V de H (c’est un convexe particulier).
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Théoréeme 7.17. (Projection sur un s.e.v. fermé)

Soit V un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert H. Alors, pour tout x € H, il
existe un unique x,; € V tel que

x — xy|| = min|[x — v|].
lx = 1l = minflx - vll

De plus, xy = Py (x) est caractérisé par

{ xy €V ©)

(x— xp;v)=0;, VWEV iex—xy €V5

Remarque 7.18.

La caractérisation (9) signifie que u = P, (x) est 'unique point de V tel que x — u € V+.

Corollaire 7.19.

Soit V un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert H.

i) H se décompose en somme directe des sous-espaces orthogonaux Vet V+;ie. H = V@V+*

et P, est la projection sur V parallélement a V+ (on dit que P, est la projection orthogonale ou
encore le projecteur orthogonal sur V).

ii) P, est un opérateur linéaire continu de H dans H.

iii) Si V # {0}, alors || P, || = 1.

iv) PI; = Py et (Py(x),y) = (x,Py(y)) = (Py(x),Py(y)) pourtousx,y € H.
v) kerP, =Vt et ImP, =V.

vi) VDL = 1.

Remarque 7.20.

Ces deux résultats (théoreme 7.18 et corollaire 7.19) demeurent vrais si I'on suppose seulement que
H est préhilbertien et V complet pour la norme induite, en particulier si V est de dimension finie.

Le corollaire suivant fournit un critere de densité trés utile.

Corollaire 7.21.
Pour tout sous-espace vectoriel V d’un espace de Hilbert H,ona: H = V@V+*
En particulier, V est dense dans H si et seulement si V+ = {0}.

Remarque 7.22.

Soit A une partie d’un espace de Hilbert H. Du corollaire ci-dessus, il découle que :

A est totale dans H (i.e. VectA = H) si et seulement si V+ = {0}.
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7.3 Définition de la convergence faible et propriétés élémentaires
Soit H un espace de Hilbert, muni d’un produit scalaire noté (., . )y et de norme
associée notée ||. || 4.

Définitions 7.23.
1) On dit que la suite x,, d’éléments de H converge fortement vers x € H si

1 — x5 —0,
On note x,, — x.
2) On dit que la suite (x,) de H converge faiblement vers x € H si
lm (e, y)y = (6 yhy , Yy €H.

On note x,, — x.

La convergence forte entraine la convergence faible :

Proposition 7.24.
Si (x,) converge fortement vers x, alors (x, ) converge faiblement vers x.

Preuve.
En effet, pour tout y € H, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz
|, Y — Yl = Koen — %, 904l
< llxn = xllllylly — 0.

Remarque 7.25.
La réciproque est fausse en général.

Par exemple, il est bien connu que, dans H: = L?([0,27]), la fonction x,,(t) := sin(nt)
vérifie que

21

lim sin(nt)y(t)dt= 0 , Vy€H.
0

n—-+oo

En effet, on vérifie d’abord que c’est vrai pour les fonctions y de classe C* (faire une
intégration par parties), puis par densité, pour toutes les fonctions y € H.

Cela signifie que x,, converge faiblement vers la fonction nulle dans H.

Mais x,, ne tend pas fortement vers la fonction nulle, puisque

2T
mm§=f sin?(nt)dt
0
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21

1 2nm
= —f sin?(s)ds = f sin?(s)ds,
nJo

0

ou le dernier terme est une constante strictement positive indépendante de n.

Proposition 7.26. (Unicité de la limite faible)
Si (x,,) converge faiblement, alors sa limite faible est unique.

Preuve.

Soient x et x’ deux limites faibles de (x,,). Alors par définition de la convergence faible, on a
m (e, y)y = yhy = XYy, Vy EH,

soit(x —x',y)y = O pourtouty € H. Doncx = x'.

En dimension finie, convergences faible et forte coincident :

Proposition 7.27.
Si H est de dimension finie et (x,) est une suite d’’éléments de H, alors (x,,) converge
faiblement, si et seulement si, (x,,) converge fortement.

Preuve.
Soit (ex)k=1,.n une base orthonormée de H. Si (x,,) converge faiblement vers x € H,

alors pour tout k = 1,..., N, la suite scalaire ({x,, ex))neny cOnverge vers (x, e;). Donc

N
lx, — x|1? = Z«xn, er) — (x,e))? — 0.
k=1

Cela prouve que (x;,) converge fortement vers x.
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8 Espaces de Banach

Rappelons qu'un espace normé complet est appelé un espace de Banach.

Exemples d'espaces Banach 8.1.
1. (IC,| - .

2. (IC™, 11+ 1), ou

n 1/2
lx I, = (Z Ixi|2> pourx = (x;)i'=; -

i=1

3' (lzll ” : ”2)’ OU

oo 1/2
I il = (Z |xi|2> pourx = (x)% ;.
i=1

4' (llll ” * ”1)’ OU
Ixlh= ) lxl pourx = ()L s
i=1
5. (loou ” : ”oo)r ou
Ix lleo= suplx;| pourx = (x)i%;.
i€EIN
6. (COII ” : ”oo)r ou
| % o= suply]l pourx = (x)2 1.
i€EIN
7. (C [011]11 ” * ”oo)r ou

I f lleo = SUP]If(t)I-

te[o,1

Proposition 8.2.
Un sous-espace linéaire fermé d'un espace de Banach (X, |l - II) est un espace de

Banach.

Preuve.
Soit (¥, )y =1 une suite de Cauchy dans (Y, |l - II), et doncdans (X, I - II).

Puisque (X, Il - II) est un espace de Banach, la suite (y,,), = ;1 converge vers une limite y € X.

Par hypothése, Y est fermé. Par conséquent, la limite de la suite convergente (y,,)y =1 de
Y appartienta Y, c'est-a-dire, lim y, = y €Y.
n — oo
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Ainsi (Y, Il - II) est complet, et (Y, I - II) est un espace de Banach.

Exemple 8.3: L’espace de Hilbert L? (a, b).
Soit —c0 < a < b < oo. L% (a,b) est I'espace linéaire des fonctions mesurables de

Lebesgue f: (a,b) — IC quisont carré-intégrable, dans le sens ou
b
f |f(®)|? dt < oo (intégralede Lebesgusg,
a

Avec les opérations ponctuelles et le produit intérieur

b —_—
(f,9) = f f(t) g(t) dt.

Remarque 8.4.
Les fonctions f et g sont considérées comme égales dans L?(a, b) si elles sont égales

«presque partout», c'est-a-dire si {t: f(t) # g(t)} est un ensemble nul.

A strictement parler, nous devrions définir les éléments de L?(a, b) comme n'étant pas des
fonctions mais des classes d'équivalence de fonctions égales presque partout.

Par exemple, f = g dans L?(a,b) ol f(t) = 1 et

1
0, t==,n€lIN
g(t) ={ n'o
1, sinon

Remarque 8.5.
Pour a et b € IR finis, I'espace linéaire C [a, b] des fonctions a valeur complexe continue sur

[a, b] est un sous-espace dense de L?(a, b) par rapport a la norme

b 1/2
I fll,= (f If (£)]2 dt> .
Remarque 8.6.

L?(a, b) est complet par rapport a la norme | - ll,. La norme || - |I, est induite par le produit
intérieur

b [—
.9 = | ros@a

donc L?(a, b) est un espace de Hilbert.

8.1 Complétion d'un espace normé
Si un espace normé n'est pas complet, on peut toujours l'immerger dans un espace normé
complet.
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Soit (X, Il - llx) un espace normé. Un espace de Banach ()?, Il - llz) est appelé une complétion
de X si

e X est un sous-espace de X
| x llx =1 x llz pourtouslesx € X;
e X est dense dans X,

Théoréme 8.7.
Chaque espace linéaire normé a une complétion unique (jusqu'a l'isomorphisme qui fixe
les points de X).

Nous allons juste donner une idée de la preuve. Elle se compose de plusieurs étapes:

Etape 1. Définir I'ensemble X (= un espace de classes d'équivalence de suites de Cauchy
dans X):

on dit que deux suites de Cauchy {x,,} et {y,} sont équivalentes (écrire {x,} ~ {y,})sill
Xpn —Yn = Oquandn — oo.

Il n'est pas difficile de vérifier que ~ est une relation d'équivalence.
Par conséquent, I'espace de toutes ces suites peut étre décomposé en classes d'équivalence.
Nous définissons X comme I'ensemble de toutes ces classes d'équivalence.
Désignons par [{x,}] |a classe d'équivalence contenant {x,}.
Etape 2. Définir une structure d'espace vectoriel sur X:
nous considérons
[l + [{vnd]: = [fxn + yudl et A[{xn3]: = [{Ax,]].

On vérifie que les opérations sont bien définies, c'est-a-dire qu'elles ne dépendent pas d'un
choix particulier de suites dans les classes d'équivalence.

Etape 3. Définir une norme sur X:
nous considérons
I [{xn}] gz = lim Nl xy iy
On vérifie qu'elle est bien définie et satisfait les axiomes pour les normes. Observe ceci
I [{x,}] g = 0ssix, - 0quandn - oo,

c'est-a-dire {x,,} est équivalente a la suite constante constituée de zéro.
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Etape 4. X comme sous-espace de X:

a chaque x € X on associe la classe d'équivalence constituée de suites de Cauchy qui
convergent vers x, c'est-a-dire la classe d'équivalence de la suite constante x* =
{x,x,...}, x & [x"].

Cette application est injective et || [x* ] ll-x =1l x llx.
Etape 5. X est dense dans X:

soit {x, } une suite de Cauchy dans X. Alors étant donné € > 0 il existe N = N(e) > O tel
que

Il xy — x,, llx < €pourtoutn =N

et donc
I [{xn}] — [xn] lx = limy Il x,, —xy lIx< €

donnant la densité.
Etape 6. X est complet:

soit X, = [{x;}x ],n = 1,2,...une suite de Cauchy dans X. Pour chaque n, prenons y,, € X

tellequell X, —[y*] Iy < %qui existe d’apres I'étape 5.

On montre alors que la suite (¥4, ¥>,...) est de Cauchy et que X,, converge vers la classe
d'équivalence de cette suite de Cauchy.

Etape 7. Unicité de de la complétion.

De la méme maniere, on définit la complétion d'un espace préhilbertien en un espace de
Hilbert.

Théoréeme

Soit X un ensemble. On note B(X, IR) le IR — espace vectoriel des fonctions bornées de X dans
IR. On norme B(X,IR) en posant

vf eBWX,IR), lIfll = Sg)zglf(X)l

Montrer que B(X,IR), muni de cette norme, est un espace de Banach.

Preuve

Rappelons qu’un espace de Banach est e. v.n complet. La preuve de la complétude d’un espace
métrique est hyper classique. On procede comme suit :

(i) On considere une suite de Cauchy, et on construit sa limite éventuelle,
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(ii) On vérifie qu’elle appartient a I'ensemble de départ,
(iii) On montre que la suite de Cauchy converge bien vers cette limite éventuelle.
(i) Soit (f;,) une suite de Cauchy de B(X, IR).

Fixons x € X. Pour p,q € IN, I'inégalité
G0 = fo GOl < sulfy (o) = £, = Iy = fo

Implique que (f,, (x)) est une suite de Cauchy dans IR . Comme IR est complet, la suite (f,,(x))
converge. Notons f(x) sa limite.

(ii) U'application f: X — IR ainsi construite vérifie f (x) = 111_{210 fn(x) pour tout x € X.
Montrons que f est bornée.
La suite (f;,) étant de Cauchy, elle est bornée. Ainsi, il existe M > 0 tel que ||f,,|| < M,vn € IN.
Six € X,ona|f,(x)| < M,Vn € IN, donc en passant a la limite, on obtient | f(x)| < M.
Ceci étant vrai pour tout x, f est bien bornée, i.e. f € B(X,IR).
(iii) Montrons maintenant que (f;,) tend vers f dans B(X, IR).
Soite > 0, il existe N > 0 tel que pour toutp,q = N,on a ||fp - fq” <e.
Ainsi, si on fixe un élément x quelconque de X, on a
vp 2N, Vg =N, |, -, <, = fill <e
En fixant p dans I'assersion précédente et en faisant tendre q vers I'infini, on en déduit I'inégalité
/o) — F(0)| < e
Ceci étant vrai pour tout x € X, on a ||fp - f|| < €. CeciestvraiVp = N, donc (fp) converge vers f.

Finalement, toute suite de Cauchy (f;,) de B(X, IR) converge, donc B(X, IR)est complet.
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9 Espaces LF
Soit (X, M, ) un espace de mesure. Pour f mesurable: X — [Cet0 <p < ooon
définit

Wil = U 1fIPdw?
(permettant la possibilité que || f ||, = ).
L'ensemble L¥ (X, M, ) = {f:X — IC: f estmesurableet|| f ||, < oo}.
On note L? (X, M, p) par L? (W) ou LF (X) ou simplement L? lorsqu'il n'y a pas de confusion.

Si X n'est pas vide et M = P(M), p est la mesure de comptage que nous notons LF (X, M, 1)
par [P (X). On note I” (IN) simplement par [”.

e L est un espace vectoriel par rapport a I’addition habituel de fonctions et la
multiplication par un scalaire. En fait, si f, g € LF alors

[f+gIP< @max(fL1gDP? <2PCIfIP+ |gP)
et donc

Jif+giPdus2? (J | fIPdu+[ |glPdp) <o
donnant f + g € L.
Que f € LF implique Af € LF pour A € IC est trivial.

e [F,1 <p < oo, estun espace normé par rapporta || f ||,, si nous identifions des
fonctions qui sont égales presque partout.

Lemme 9.1.
Sia,b>=0et0 <A < 1alors

a’b'=*<2Aa+ (1 — )b (9.3)

avec éqgalité si et seulementsia = b.

Preuve.
L'inégalité est clairement vraie poura = 0ou b = 0.

Supposons a,b # 0 et considérons g(x) = a*bh® ~~*.
Alors g: [0,1] — IR est convexe sur [0,1] car
g (x) = a*b*~* (Ilna — Inb)? =0

impliquant
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gA) =gA-1+(1-2)-0) <sag(1)+(1-g(0)

cela équivauta a?*b'~* < 1a+ (1 — 1) b. L'inégalité est stricte sia # b.

Théoréme 9.2 (Inégalité de Holder)

X alors

Hfglle = 11 f1lp 119 1lq- (94)

ssi
alf|?P = pB1gl? p.p. pourcertainsa, f = 0, (o, f) # (0,0).

Preuve.
Si|lfll, = 0oullgll; = 0lerésultat est trivial.

Dans l'inégalité (9.3) considérons

14 q 1
=|f|p ,b=|g|q et A = -, alors
IFIE g1 P

RTA TR A T
gl ~ p|f|p||f||+ [g19lgll}  (95)

et donc

1
F, ||g||qf|f”g|d”‘p

donnant la premiéere déclaration.
L'égalité est vraie si nous avons I'égalité en (9.5) qui se produit sia = b.
Le nombre g tel que p~! + g~! = 1 est appelé I'exposant conjugué de p.

Théoréme 9.3 (Inégalité de Minkowski)
Sil<p <wetf,ge€LFalors

Hf + gl< Il fll,+1 gl

Preuve.
Le résultat est évidentsip = 1ousill f + g lI,=

Supposonsquep > letl f + g ll,# 0. Nous avons

[ f+g P <AfI+1gD Af +gDP 7t =IfIIf +glP~ +1gllf +gIP 7" .

Apres avoir appliqué l'inégalité de Holder, nous obtenons

49

Supposons1 <p <wetp ! + q71 = 1.Sif, g sont des fonctions mesurables sur

En particulier, si f € LF,g € LF alors fg € L*. Dans ce cas, I'égalité en (9.4) est valable
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JIf +gPdu < (FIF1P dp)? (f If + g%~ D9dpe
+ (gl dw) (f 1f + 1@~ Dady)s

=l fl, (J |f+g|”du)% +igl, J |f+g|”du)%
Et donc
hf+gl,<IUfl,+1glp
Clairement || f ll,=0et 1 Af ll, = [A] Il f IIp.

Ainsi, avec |'inégalité de Minskowski, cela montre que L? (ou nous identifions des fonctions
qui sont égales presque partout: || f I, = 0si f = 0 p.p.) est un espace normé.

Remarque 9.4.
On remarque que l'inégalité triangulaire échoue pourp < 1.

Supposonsa > 0,b > 0et0 <p <1.
Alors pour t > O nousavons t? 1 < (a + t)? 1, etenintégrant de 0 a b on obtient
a? + b? > (a + b)?

Si maintenant E et F sont des ensembles disjoints de mesure finie positive dans X, alors,
considéronsa = p(E)Y? et b = p (F)Y?, nous obtenons

lxe + xe lp=J Ge() + xe())P dp

=fE du+fF du = a? + bP

> (a + b)P = (lxg Iy + I xp 11,)?
¢[P,1 <p < = estun espace de Banach.

Preuve:
Nous devons prouver que l'espace est complet.

D'aprés le théoréme 5.8, il suffit de voir que toute série absolument convergente dans LF est
convergente. Considérons

(idn SLpet Y Ufull, = B <o
n=1

Soit G, = Xk=1| fi | et G =Xi | fic |-

Par I'inégalité de Minkowski, I| Gy, I, < r=1 Il fx l, < B pourtoutn.
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D'ou par le théoréme de convergence monotone

[ GPdy = [ limGYdu < BP.
D'ou G € L? et, en particulier, G(x) est fini pour presque tous les x.
Cela implique que la série )7, fi(x) converge pour un tel x.
Soit F(x) = Yn_; fi(x). Nous avons | F(x) | < G(x) a.e.etdonc F € L”.
Pour voir que F est la limite de Y.i; fx dans LF on observe que

| F — X1 fil? < Qiensal il DP < GP p.p.
Par le théoréme de convergence dominé,
IF — Zkoi filly = JIF = Zioq flPdp - 0.

e Certaines autres propriétés de L’.

Proposition 9.5.
Pour1 < p < oo, I'ensemble des fonctions simples f = Z}l: 1% XE) ou Ej est

mesurable et . (E;) < oo, a; € IC, est dense dans L.

Preuve.
: n P.
Clairement Zj -1 anEj € L": nous avons

J 1 xe; 1P dp = w(E) < oo
comme L? est un espace vectoriel
Z?: 1 a]XE] € LP'

Fixons un f € L? arbitraire. C'est un fait fondamental de la théorie de I'intégration que I'on
peut trouver une suite de fonctions simples {f,},, tellesque f, = fp.p.et|fu|l < |f |-

Alorsf, € LP et |f, — f|P <2P|f|P €L
En utilisant le théoréme de convergence dominé, nous avons
lima [ |fy = f [Pdp = [ lim, |fy, — f [Pdn = 0,
c'est-a-dire |l f, — f Il, = 0.
e Séparabilité de L”.

Définition 9.6.
Une mesure 1 dans un espace mesurable (X, M) est dite séparable s'il existe une

collection dénombrable d'ensembles mesurables A = {E;}; tels que

51
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étant donnée > OetA € M, ilexiste E; € Atelquep ((E;\A) U (A\E)) <e
La mesure de Lebesgue sur [a, b) est séparable.
Pour cette mesure, on peut définir, par exemple,
A = {UL [a;,B):a;,B; €QN [ab)n€IN}.

Proposition 9.7.
LP (1),1 <p < o, est séparable si la mesure y est séparable.

e L'espace L.

Soit (X, M, i) un espace de mesure. Pour la fonction mesurable f sur X, nous définissons
lfllow=inf{a=0:p({x:|f(x)|> a}) = 0}

avec la convention inf@ = oo.

Notez quesill f lloo <00, p({x: | f (X)) | >l f ll}) = 0.1 f |l est appelé le
supremum essentiel de f.

Observez quesi f = g p.p.alors |l f l,= Il g llw. Nous définissons
L* = L (X,M,n) = {f: X — C:f mesurableet | f [l,< o0}
En identifiant les fonctions qui sont égales p.p. Nous avons I'attente suivante.

Théoréme 9.8.
1. Inégalité de Holder.

I fg <1l f Il g lloc pourtousles f, g mesurables;
2. L'inégalité de Minkowski.
lf+gle<Ilflw+lgle;
3.l fn = fllo= IE € M,pn(E®) = O, tel que

sup | fo(x) — f(x)| = Oquandn - oo;
X€EE

4. la famille des fonctions simples est dense dans L™;

5. L* est un espace de Banach.

Preuve.
(1) découle de

J1If@ g ldu<ligle [ 1@ de =1 f Il g lle.

(2) Nous avons
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[f )+ g@I<TfI+ 1gGI<Ifllo+lgleo
pour tout x dans certains E avec p (E€) = 0 et donc
lf+glo<Ilflle+lgle.
(B)Soit E =nn{x:| f(x) —fxX)| <l f — f llw}. alors
EC =unix:|fu(®) =fO| >N fo = f lleo}
etdoncpu (E¢) = 0.
De plus, pour tout x € E nous avons
| /() = f) | <N fp = fllo— O,
(4) Utilisez le théoréme 2.10 dans Folland.

(5) Utilisez des arguments similaires a ceux utilisés pour prouver la complétion des espaces
P, 1<p <oo.

SiX = IN et pestlamesure de comptage sur M = P (X), alors L* (X, M, ) est noté [.
Nous avons

17 = {x = (x1, x3,...): sup| x; | < oo}.
l

e Relations entre différents espaces L”.
1.Si0 <p <q <r< walors L1 c LP + L', c'est-a-dire,
Vfell, dgelP,he L telquef = g + h.
2.5i0 <p <q <r<ooaglorslPNL" c Llet
I g I F IR f I,
ouA€ (01)ettelqueq™® = p™* + 1 —A)r L.
3.5i0 <p <q< owdlorsl?P (A) cl9 (A)etll fllg<Il f ll, pourtout f € 1P (A).

4.5ip(X) <o,0 <p <qg< oalors LP (n) D L1 (p) et

TARIPAR T L

Preuve.
1.5oit f € L7etsoit E = {x:| f(x)| > 1}.

Prenezg = fypeth = fygc,alors

|g1” = |f|Pxg < |f |9 xgdonnant g € LP.
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De méme

|R1” = | fI" xge < |f 195
et donc h € L. L'affirmation est prouvée puisque f = g + h.
2. Utilisez I'inégalité de Holder.
3. 0n prouve d'abord que [P (A) < I® (A) puis on utilise la deuxieme affirmation.
4.5iq = ©

W= [ IfPAR< [ I flle dit =1l f lloo 1 (X))
Siq < oo l'inégalité de Holder donne
KFNg= S IfIP - 1du< (J (Lf1PYVP P/ (f 1dw)? P/
=1 f ||Z M (X)q—p/q )

On remarque que si i (X) = ooil n'y a pas de relation en général entre LP et L9.
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10 Opérateurs linéaires
Le motif de I'introduction et de I'étude des espaces de Banach et Hilbert était d'aider
a I'étude des équations différentielles et intégrales linéaires issues de la physique.

De telles équations peuvent étre écrites Tx = y ou x,y désignent des éléments d'un
certain espace linéaire de fonctions (par exemple L? (a, b) ou un espace de fonctions
différenciables), et T est une transformation linéaire, par exemple

d 62 62 b
T :E ou T :ﬁ +a_y2, ou Tx(t) = fa K(trs)x(s) ds'

En s'attaquant a ces problémes, nous nous inspirons de l'algebre linéaire.

Dans cette section, nous définissons |I'un des objets les plus fondamentaux de
I'analyse fonctionnelle: I'opérateur linéaire. Le reste de ce cours est consacré a |'étude des
propriétés et a la classification des opérateurs linéaires sur les espaces linéaires.

Définition 10.1.
Si X, Y sont des espaces vectoriels sur IK, un opérateur linéaire de X dans Y est une

application T: X — Y satisfaisant
T (Ax; + pxy) = ATxqy + uTx, pourtousles x1,x, € X et A,u € IK.

Les opérateurs linéaires sont également appelés transformations linéaires ou
applications linéaires.

Remarque 10.2.

En algebre linéaire, vous voyez qu'un opérateur linéaire de IR™ dans IR™ est
équivalent a une matrice m X n (rappelez-vous que les éléments de IR™ sont les n-tuples de
nombres réels).

Définitions 10.3.

On appelle domaine de définition de I'operateur T: X — Y, et on le désigne par
D(T)ou Dy, le sous-espace vectoriel des éléments x de X tels que T (x) ait un sens.

Notation Si € Dy, le vecteur T (x) est, en général, noté Tx.

L'espace nul (ou noyau) de I'opérateur linéaire T: X — Y, noté N(T) ou KerT, est
I'ensemble de tous les x € X tels que T(x) = 0.

La plage de T (également appelée I'image de X par T), notée R(T), est I'ensemble de
touslesy €Y telsque Tx = y pour x € X, notée aussi I m(T).

Remarque 10.4

La notation T: X — Y n’implique pas que D(T) = X nique Im(T) =Y ; ondit
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simplement que T est un opérateur de Xdans Y .

Définition 10.5.

Un opérateur linéaire T: X — Y est surjectif siR(T) =Y.
T est injectif siTa = Tbh implique a = b.

Théoreme 10.6.

Un opérateur linéaire T: X — Y est injectif si et seulement si N(T) = 0.

Preuve.

Supposons que N(T) =0etTa = Th.AlorsTa — Th = T(a — b) = 0 puisque T est
linéaire. Donca —b € N(T) etdonca —b = 0;d'oua = b.

Supposons que T soit injectif (c'est-a-dire que Ta = Tb implique a = b).
Nous savons que T(0) = 0, doncsi Tc =T(0) = 0alorsc = 0etdonc N(T) = 0.
Remarque 10.7.

Avec T: X — Y un opérateur linéaire, nous pouvons considérer I'équation Tx = y ou
xEXety€ey.

Une solution x € X existe pour tout y € Y si et seulementsi R(T) =Y.

Maintenant, si une solution x € X existe pour chaque y € Y, alors elle est unique si et
seulement si N(T) = 0 puisque Ta = Tb si et seulementsia — b € N(T).

Définition 10.8.
SiN(T) = 0, alors nous définissons

T 1: R(T) > XparT 'y = xouTx = y.

Théoréme 10.9.

SoitT: X — Y linéaire avec N(T) = 0. Alors T™1: R(T) — X est linéaire.

Preuve.

Soit y;,¥, € R(T). Disonsy; = Tx;ety, = Tx,.Alorspoura,pf € IK,
ay; = aTl (x;) = T(axy)etBy, = PT(xz) = T(Bx2)

puisque T est linéaire. Donc

ay; + By, = T(ax,) + T(Bxy) = T(ax, + Bx;)
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et donc

T ay, + By2) = ax; + Bx; = aT ™' (y) + BT (y2).
Donc T~ est linéaire.
Remarque 10.10.

Soit X et Y des espaces linéaires. Si T; et T, sont des transformations linéaires de X dans 'Y,
alors pour les scalaires a, § € IK, nous pouvons définir la transformation

aTy + fT,: X - Y
Par
(aTy + BT;) (x) = aTy (x) + BT2(x).
Alors puisque poury, 6 € IK et x,y € X nous avons
(aTy + BT,) (yx1 + 6x3) = aTy (yxq +6x3) + BT, (vx1 + 6x3)
par définition de aT; + BT,
=a (Ty (yx1) + Ty (6x2)) + B (T2 (yx1) + T2 (6x3))
puisque T; et T, sont linéaires
=aT; (yx1) + aly (6xz) + BT (yx1) + BTz (6x2)
par distribution de la multiplication scalaire sur I'addition vectorielle
= ayT; (x1) + adTy (xz) + ByT, (x1) + BT, (x3)
puisque T; et T, sont linéaires
=y (@l (x1) + BT, (x1)) + 6 (aTy (x2) + BT, (x2))
par distribution de la multiplication scalaire sur I'addition du vecteur
=y (aly + BT,) (x1) + 6 (aTy + BT2) (x2)
par définition de aT; + BT,.
Nous pouvons donc créer un espace linéaire a partir des opérateurs linéaires de X dans Y.
Définition 10.11.

e Pour les espaces linéaires X et Y, l'espace linéaire de tous les opérateurs linéaires
de X dansY estnoté L (X,Y).SiX = Y, nous désignons cela par L (X).

o Si(X,Il-llx)et(Y,Il-Illy) sont des espaces normés, un opérateur linéaireT: X — Y
est dit borné s'il existe M > 0 tel que
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Il Tx Ily< M |l x llx pour tous les x € X.

e Onnote B(X,Y) l'espace linéaire de tous les opérateurs linéaires bornés de
XdansY.Si X = Yilestnoté B (X)

10.1. La norme d'un opérateur linéaire borné
Définition 10.12.

SoitT € B(X,Y) ou X etY sont des espaces linéaires normés. Définissons
IT|| = inf{M > 0: ||Tx|| < M||x||, Vx € X}

Ce nombre s'appelle la norme de T.

Nous montrons ci-dessous que I'application T — || T|| est vraiment une norme sur B (X,Y).

Il y a au moins quatre fagons de calculer la norme d'une transformation linéaire T. Utilisez la
définition ou I'une des trois formules données dans le lemme suivant.

Lemme 10.13.
Soit T une application linéaire bornée entre des espaces linéaires normés non nuls.
Alors
Il = sup{il:x 0} = sup{liTull: ull = 13 = supfliTull: llull < 13
Preuve.

(a) La premiere égalité est un calcul facile

Remarquer que si A est un sous ensemble de IR, non vide, majoré, alors supAexiste et est
égal au plus petit des majorants, donc

1Tl . 1Tl
supy——:x # 0 =inf{M >0: M > ——, Vx +0

[l || [l ||

=inf{M > 0: ||Tx|| < M||x]|, vx € X} = ||T||

(b) La seconde est encore plus facile.

1Tl X
sup{m.x 0= sup{T (m) X F O} = sup{IITull. lull = 1}

X

llxll”

X

[l

=1

Remarquer que pour u = lull =

(c) Pour obtenir la derniere égalité noter que puisque

UITull: lull = 13 < {ITull: llull < 13
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il est évident que
sup{lITull: llull = 1} < sup{lITull: llull < 1}
Par contre, si||x|| < 1letx # 0,alorsv = ﬁ est un vecteur unitaire, et donc
ITx|l < % = ITvll < suptlITull: llull = 1}
Donc
sup{lITx|l: llxl < 1} < sup{llTull: [lull = 1}
D’ou
sup{lITx|l: llxIl = 1} = sup{llTull: lull < 1}
Lemme 10.14.
Soit (X, Il - llx) et (Y, Il - lly) des espaces normés et soit T: X — Y un opérateur linéaire

borné. Alors
I Tx Ily< I T lll x lx pour tous les x € X.
Preuve.

Pour x € X, si x = 0 le résultat est évident. Supposons maintenant que x # 0, donc

”—x I k=1
= x = .
Ixlgly, — Waxly ~ %
Pui T est un opérateur linéaire T(L) = LT(x) et
uisque I est un ope P Nixdlx/ T el ’
I (il = ], = et
— =||—Tx|| =—||Tx
R P | T | P P P
Donc
1 X
ITxlly = ”T( )| xR
IIx 1l I x llx /1,
Ainsi
ITxlly <II'T Il x lly pour tous les x € X.
Lemme 10.15
Soient X et Y deux espaces normés. Si ||.||: B(X,Y) — IR est définie par

ITIl = sup{lITCOIl: lx|l < 1}, VT € B(X,Y)
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Alors ||. || est une norme sur B(X,Y).
Preuve
Soient S, T € B(X,Y) et € IK.
(i) Il est clair que ||T|| = 0, VT € B(X,Y).
(ii) Rappelons que I'opérateur linéaire nulle R, satisfait R(x) = 0,Vx € X. Donc
ITI|=0< ||ITx|]|=0, Vx € X
STx=0, VxeX
& T estl'opérateurlinéairenulle
(iii) Comme [T )| < IIT|x[| alors
AT O < [ANT ]I, Vx € X d’aprésle lemme 14 (b).
Donc [|IAT | < [A[ITII.
SiA = 0alors ||[AT|| = |AITI|
Tandis que si A # 0 alors
ITIl = [IA7*AT I < [A7HIATI < [AHIANTI = 11T
Donc ||T|| = [A7L|||AT]| et par suite ||AT|| = |A|||T]|
(iv) La derniére propriété a montrer est I'inégalité triangulaire.
IS + TN < ISCOll + 1T Ol
< ISIHIll + ITTHIx ]l = CUSTE+ TT D el
Donc |IS + Tl < (IS + [ITII.
Par suite, B(X,Y) est un espace vectoriel normé.

L’exemple suivant montre comment utiliser le lemme (en conjonction avec la
définition) pour calculer la norme d'un opérateur linéaire.

Exemple 10.16
Soit T: IR? — IR3 défini par
T(x,y) = 3x+y,x — 3y,4y).
(a) Montrer que T est un opérateur linéaire borné c.-a-d. T € B(IR?,IR?).

(b) Trouver la norme de T.
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Solution
(a) Il est facile de voir que T est linéaire. Montrons que T est bornée, en effet

Pour tout (x,y) € IR?

1
T Cx, Yl = 113x + y,x — 3y, 4yll = (Bx + ¥)? + (x — 3y)? + (4y)?)2

= (10%2 + 26y)2 < VZ6(x% + y2)2 = VZ6lI(x, )
Ainsi 'opérateur linéaire T est bornée.
(b) Nous avons déja
ITC Il < V26l I, Y(xy) € IR

Puisque ||T|| est défini comme étant le minimum de I'ensemble de tous les nombres M tel

que
ITCo I < V26l I, V(x,y) € IR?,
et puisque V26 est I'un de ces nombres, nous avons que ||T|| < V26 (D

D'autre part, du lemme 10.13 nous savons que ||T|| est le supremum de I'ensemble de tous
les nombres ||Ty|| ou y est un vecteur unitaire. Puisque (0, 1) est un vecteur unitaire et que

ITODI =11, -39l = V26

nous concluons que

ITIl = v26 (2)
Les conditions (1) et (2) impliquent que ||T|| = v26.
Remarque 10.17.

SiX = IR"etY =IR™, alors L (X,Y) est I'ensemble de toutes lesm X n matrices.

Exemple 10.18.
Toute matrice A € M,,, x , (IC) donne un opérateur linéaire de IC™ dans IC™.

Pour tout vecteur v = (x4,...,x,) €IC",

n
aj; Q12 0 Qip X1 j=141;%

Qz1 Az -+ Ay X3 n o, iX;
Av=| . . : S 21_1. &

Am1 Qmz  *° Amn Xn ;-l=1 amjx-
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appartient a C™. Considérons donc I'application T:IC™ — IC™ telle que Tv = Av pour
v EIC™, 0UA € My xn (IC), A = (aij)T" ]_1

1. Montrez que T est un opérateur linéaire.
2. Montrez que
T-(IC™ - 11z) = C™, - 1l7)
v - Av
est borné.

Preuve de 1
Pourtoutv; = (xi,x},...,x}),v2 = (x%,x2,...,x2) €IC" et A, u € IC, nous avons

T(lvl + ﬂvz) = A(Avl + ﬂvz)

)y alj(/lx-l + ux-z)\ / AXP_ g aqx; +u Xt agxf
Yj-1azj (Ax + sz) A a21'xj1 + Xy ay;xf

j=19mj (ij + pxt) A2 -1 Omj%; L U X1 QX

n 1 n 2
Yo a1x; X1 a1%;

n xl n x2
= A Zj:l a21x] + ﬂ ZJ:l .azjx] = AAvl + MAUZ = lTUl + MTUZ

2j- 1am1x1 2j- 1am1x1
Preuve de 2
1
2\ 2
m 5} m n
ITvll, ={Z|(Tv)k|2} D 1D
k=1 k=1 =1

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

n n % n n

2 2 2
zaijj < Z|xj| Zlakjl = [Ivll Z'akjl
=1 =1 =1 =1

N =

Donc

1

m n m n
2
17wl <3 0l ) Jal b = 1> > lagl*{ vl
k=1 j=1

k=1 j=1

N =

Ainsi T est borné et
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1
n

m m n
ITl = sup ITvll, < sup ZZIakJIZ Ivll, = ZZIakJIZ
llvilz<1 lvll<1 =

N =

Exemple 10.19.
Considérons I'espace normé (C [0,1],1l - lls)-

Définissons T: C [0,1] — C [0,1] par la formule
(Tx)(t) = f(H)x(t)oufeC[01]ette [0,1].
Montrez que T est un opérateur linéaire borné. Trouvez || T |.

Preuve.
1. Montrons que T est un opérateur linéaire. Pour tout x,y € C [0,1],4,n € IC,

[T (Ax + w)] (@) = f (&) Ax + py) (&) = f (&) (Ax (t) + wy ()
=AM@®x@ +f @Oy @ =ATx)@) + pw(Ty) @)
= (ATx + uTy) ().t € [0,1].
donc
T (Ax + py) = ATx + uTy,
et par suite T est un opérateur linéaire.

2. Montrons que T est borné. Pour tout x € C [0,1],

ITx o= sup | (TX) ()| = sup | () x(0) |
te[0,1] te[0,1]
< sup [ O] sup [x(©) | =1 f ool x .
te [0,1] te[0,1]

Ainsi T est borné.
3. Recherchez || T Il

ITIH= sup ITxlle < sup Il f lloll X llc =l f lleo-

lIxlly=1 lIxll <1
Pour x,(t) =1, t € [0,1],

Il X0 lo = sup |xo(t)] = sup 1 =1,
te [0,1]

te [0,1]

Et

(Txo)(®) = f(Ox,(t) = f(©), t€[01].
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Par conséquent

Hfllo =NTx I NT N1 f lleo

Par conséquent, I T I =1l f llc.

Définition 10.20.

Soit T: (X, Il - llx) = (Y, Il - lly) un opérateur linéaire borné. Un vecteur x € X est

appelé vecteur de maximisation de T si

Ixlixy=1etll Txlly=1T I

Exemple 10.21.
Considérons 'opérateur de multiplication

T: (C[01],11“ ) = (CTIOIL N - Nl)
x - f-x
ou f € C [0,1]. Nous avons montré que, pour x, (t) = 1,t € [0,1],
I xg lo= T1et I Txg =0T =1l f lle.

Ainsi x est un vecteur de maximisation pour T.

Exemple 10.22.
Définissez une application R: C [0,1] — IC par

Rf = fxf(x) dx.

1. Montrez que R est un opérateur linéaire.

2. Considérons C [0,1] avec la norme

||f||1=f|f(t)|dt.

Montrez que R est borné.
3. Montrezque | R || = 1.

Preuve.l
Pourtout f,g € C [0,1] et A, u € IC, nous avons

[ x Af + ug) (x) dx

R(Af + ug)

[ x Af (¥) + ng () dx
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1
= [, (xf (x) + pxg (x)) dx
1 1 s s . .
= AJ, xf (x) dx + [, xg (x) dx par lalinéarité des intégrales
= ARf + pRg.
Ainsi R est un opérateur linéaire.

Preuve.2

| RF | =|f0xf(x)dx| sfo|xf(x)|dx sfo|f(x)|dx —1f iy

pour tout f € C [0,1]. Ainsi R est borné et

IRI= sup |[Rf| < supllfll, =1
Ifll;=1 Ifll; <1

Preuve.3
Considérons la suite de fonctions continues f, (t) = (n + 1) t™. On peut voir que

1 1 n+ 1)1
= t)|dt = +Dt" = (n+ 1 =1
U= [ 1R@ 1= | s e = e D]
Et
1 1
|Rfy | = | fy xfuG0)dx 1= f) x(n+ 1) x™ dx |
— 1 n+1 — kil n+1
= |+ [, x™dx |=(n+ Do—| =—.
Donc
IR RFI > IRf | = o
= Ssu = =
||f||1§1 " n+ 2
pour tous n. Par conséquent
IRI> lim ot =1
- n1—>moon +2
Ainsil1>||R|I=1,donclIR = 1.
Définition 10.23.
SoitT: (X, -llx) = (Y, -lly) un opérateur linéaire entre espaces normés.

e PourT €L (X,Y),T estcontinuenx, € X si pourtout € > 0 il existe § > 0 tel
queVx € X

lx —xoll <& = IT(x) =T(x)ll <&
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(c'est-a-dire T(B(xq; 6) € B(T(xp);€))-

X1, X, € X (ou dans le sous-ensemble de X).

Théoreme 10.24.

assertions suivantes sont alors équivalentes:

(i) T est borné;

(iii) T est continuen 0 € X.

Preuve.
Nous allons montrer que (i) = (ii) = (iii) = (i).

(ii) = (iii). C'est trivial, puisque 0 € X.
(i) = (ii). Supposons que T soit borné et donc, pour tout x € X,
I Tx ly< T I x lly.

Etant donné x € X et € > 0, définissons § = ”;—" .

Alors, pour tout x' € X, Il x — x' llx < 8 implique
ITx — Tx'"lly=IT(x — x") lly, T est un opérateur linéaire
<ITIlNlx — x"lly , T estun opérateur borné

&
<UITHNS =TI - =&

Ainsi, T est continu en tout x € X.

(ii1) = (i). Supposons que T soit continu en 0 € X. Ainsi, pour €

e 5
Pour tout x € X, x # 0, définissons x' = Eﬁ € X. Notez que
X

définitiate ]l anorne S
~

5 x
llx"|lx = ”—— =
211 x lixll, 210 x Ny

Par conséquent, || Tx' lly < 1, et

I Tx" lly= ”T(Sﬁ)”y

Soit T: (X, Il - llx) = (Y, Il - lly) un opérateur linéaire entre les espaces normés. Les

(ii) T est continu sur X, c'est-a-dire que T est continu pour tout x € X;

1, il existe § > 0 tel
que, pour tout x' € X, | 0 — x' lly < & implique || TO — Tx' |ly < 1.

= — lx llx=

66

e T est uniformément continu sur X (ou un sous-ensemble de X) si pour tout € > 0
il existe § > 0telque ||x; — x,|| < & implique ||T(x1) — T(x,) || < € pour tout
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”——Tx” , T est un opérateur linéaire
2 lIxlix
5 1
= el ITx||y définition de la norme
5
Donc —— ||Tx||Y < 1 et par suite ||Tx||, < I x |l pourtousles x € X.

2 llxlx

, 2
DoncT estbornéet || T || < 5

Théoréme 10.25.
Soit (X, Il - llx) = (Y, Il -Illy) des espaces normés. Alors I'ensemble

L(X,Y) = {T:X - Y:c'estun opérateur linéaire borné}
est un espace normé par rapport aux opérations ponctuelles:
(T + S)(x) = Tx + Sx et (AT) (x) = ATx,
ouT,SEL(X,Y), A€C, x €Xetlanorme de l'opérateur.

Si (Y, - lly) est un espace de Banach, alors L (X,Y) I'est aussi.

Preuve.
Il est facile de vérifier que L (X,Y) est un espace normé par rapport a la norme opérateur.

Montrons que L (X,Y) est complet chaque fois que l'est (Y, Il - | ).
Prenons une suite de Cauchy {T},} dans L (X,Y). Puisque pour x € X,
| Tox — Tpx 1< T, — T Ml x I,

la suite {T},x} est de Cauchy dans Y et a donc une limite dans Y. On définit maintenant
T:X - YparTx = limT,x,x € X. |l est facile de voir que T est un opérateur linéaire.

Montrons qu'il est borné. Pour cela nous observons d'abord que par l'inégalité triangulaire
| N1 Tpxl =N Tx Wl | <IN Tpyx — Tx |l etdonc || Tx | = lim || T,,x |l
En appliquant I'inégalité triangulaire a la norme d'opérateur que nous obtenons
| N T 0 =0Ty Il | SIT, —Tp |l
montrant que la suite de nombres réels {|l T,, lI} est de Cauchy et a donc une limite, K.
Par conséquent, pour x € X,
I Tx = 1lm I T,x I<ImIT, MlxI<KIxI

et donc T est borné.
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Il reste amontrerque | T,, — TIl— 0.
n-oo
Comme {T},} est de Cauchy, étant donné € il existe N tel que
pourtoutm,n =N, T, — T, I<e
et donc pourtout x € X
I Tox — Tpx <117 — T Ml x 1 <€l x I
En faisant tendre m vers I'infini nous obtenons
I Tox — TxlI<ellx|l eedonc IT, — T Il <e,

donnant le résultat souhaitée.
Corollaire 10.26.

Soit (X, |l - llx) ) un espace normé. Alors L (X, IC) est un espace de Banach.
Preuve.
Il découle du théoréme précédent, puisque IC est un espace de Banach.
Définition10.27.

Un opérateur linéaire T € L (X,Y) est une isométrie si ||Tx|| = ||x]|| pour tout x € X.

Autrement dit, si ||T|| = 1.

Exemple 10.28.
Considérons I'ensemble des fonctions bornées sur 'ensemble S, B(S), avec la norme du sup.

Pour g € B(S), définissons I'opérateur linéaire My: B(S) — B(S) par My (f(s)) =
g(s) f(s).

M, est un opérateur de multiplication. Nous affirmons que [[My|| = || g].
Soit f € B(S) avec ||f|| = 1. Alors
IM,(D ()| = 196 = 1g@Ilf(s)l  (pourtousles s € S)
< llglllif N = lgll-

Prenez le sup sur tous les s € S pour obtenir ||[Myf|| < [|g]l.
Prenez un supremum sur tous ces ||f|| = 1, pour obtenir [[Mg]| < ||g][-
De plus, pour tout s € S, nous considérons la fonction caractéristique

1six=s
Osix#s

xs (0 ={
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(le texte désigne cela comme &) et nous avons

g ()| = [ Mgxs) (5) | < IMgllllxsll = [1Mgll (1) = ||M|-

Par conséquent,
sup|g(s)| = llgll = IIMgll,
SES

et[[Myll = llgll suit.

Définition 10.29.

SiTe L(X,Y)etS € L (Y,Z)sontdesopérateurs linéaires bornés, alors la
composition de S et T est définie par

SoT:X - Zou(S°T) (x) = STx = S (Tx).
Remarque 10.30.

Les compositions de fonctions continues sont continues, donc pour S et T continus,
S o T est continu. Donc, pour S et T bornés, nous avons que S o T est borné.

Le résultat suivant donne une borne spécifique sur ||ST|| en termes de ||S|| et || T||.

Proposition 10.31.

Pour les opérateurs linéaires bornés T € L(X,Y)etS € L (Y,Z), S o T est linéaire et

ISTII < ISINTII.
Preuve.
Pourx,,x, € Xeta,f €R,

ST(ax, + fx,) = S(aTxy + fTx,) = aSTx, + STx,,
donc ST est linéaire.
Pour x € X avec [|x|| = 1,
ISTx |l < ISINTx]] < [ISINITII.

Remarque 10.32.
L'espace de Banach X* = B (X, IC) est appelé I'espace dual de X.

Les vecteurs F € X* sont appelés fonctionnelles linéaires continues.
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11 Espace dual

Définition 11.1.
Une fonctionnelle linéaire sur un espace vectoriel complexe V est une application

F:V — IC quisatisfait
F (Ax + nwy) = AF (x) + uF (y) pourtoutx,y € Vet pne€C.

Définition 11.2.
Une fonctionnelle linéaire sur un espace normé (X, //- //x) est dite bornée s'il existe K >
0 telle que

| F(x)| < Kl xlly pourtouslesx € X.

Définition 11.3.
Une fonctionnelle linéaire F: X — IC sur un espace normé (X, || x llx) est continue en

x € X si pour chaque € > 0 il existe 6 > 0 tel que, pour touty € X,
Il x—yllx <6éimplique | F(x) —F(y)| <e.

Théoréme 11.4.
Soit (X, |l - Il X) un espace normé et F une fonctionnelle linéaire sur X. Alors, les

assertions suivantes sont équivalentes:
(i) F est bornée;
(i) F est continue sur X, c'est-a-dire F est continue pour tout x € X;

(iii) F est continue en 0 € X.

Preuve.
Elle découle du théoreme similaire pour les opérateurs linéaires.

Définition 11.5.
La norme d'une fonctionnelle linéaire bornée F: X — IC sur un espace normé

X, -1 X) est

Il Fll= sup |F(x)|.Tapez une équation ici.
llxll x=1

Exercice 11.6.
Soit C1 [0,1] 'espace vectoriel complexe des fonctions de valeurs complexes a

différenciation continue sur [0,1] avec la norme du sup |l - |l .
Définissons une application F: C* [0,1] — IC par F(f) = f'(1).
Montrez que F est une fonctionnelle linéaire.

Montrez que F n’est pas bornée. F est-elle continue?
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Théoréeme 11.7.
Soit (V,{:,*)) un espace préhilbertien. Alors, pour chaque y € V, l'application

¢,V — IC définie par ¢, (x) = (x,y), x €V,
est une fonctionnelle linéaire continue par rapport a la norme || x I, = (x, x)'/2.

De plus, | ¢y =1y 5.

Preuve.
Pour tous les x;,x, E Vet A, pn € IC,

¢y (Ax; + pxy) = (Ax; + pxy,y)
= Axq,y) + W(x,,y) par la définition d produit scalaire
= Apy (x1) + udy (x3).
Ainsi ¢, est une fonctionnelle linéaire.
(ii) Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
|y )| = [(x,¥)] <l xlllyll, pourtoutx € V.
Ainsi ¢, est bornee. Cela implique que ¢, est continue sur V.
(iii) Selon la définition,

Iy = sup|(x,y)l

llxliz<1

< sup |l x ll;ll y I, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
llxllz<1

=yl

Pour x, = L, ona
O Tyl

=1
”u Y I, Iyl

Il Xo "2
|| v,

Et

y

1
||}’II2'> Iy 1, Iy 15=1yl,.

1
¢y (x0) = (x0,¥) = < — (¥ = Iy "

Par conséquent

Iyl = ¢y o) | <N by <Nyl

donc |l ¢y, II=1y Il,.
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Exemple 11.8.
Définissons une application T: € [0,1] — IC par la formule

1
T (f) = 5if f(®e 2t de, i? = —1.
0
T est-elle une fonctionnelle linéaire bornée par rapport a la norme || II,?

Rappelons que || f Il = {fol If(©)*dey/?.
Trouvez || T |I.

Solution.
1) Considérons C [0,1] avec le produit scalaire

(f.g9) = fo £ 30 dt.

on peut voir que

1= (] IFO1%d = (.

2) Pourtout f € C [0,1],

T (f) = 5i f F(©e? dt = (f,g),ol

g (t) = 5ie 2, donc g(t) = —5ie™2t.
3) Par le théoréme ci-dessus, T est une fonctionnelle linéaire bornée sur (C [0,1],(-,-)) et
ITI=1gll, ol

gl = [}1g(®)|2dt = [, |-5ie 2 |2dt = [ 25e~*d¢

1 1 L
=25 [ e™*dt = 25 x L e |

_ 254 _ -4
=2 1-e™

Donc || T ||= 3\/1 ey

Théoréme 11.9. (Riesz-Fréchet)
Soit H un espace de Hilbert et F une fonctionnelle linéaire continue sur H. Il existe un

y € H unique tel que
F (x) = (x,y)pour tout x € H.

Deplus, | F =1y ll.
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Remarque 11.10.
Le théoreme n’est pas vrai pour un espace préhilbertien arbitraire.

Exemple 11.11.
Soit [2 le sous-espace linéaire de 12 constitué de ces suites ayant seulement un nombre fini

de termes différents de zéro.

Nous savons que [Z est un espace préhilbertien qui n'est pas un espace de Hilbert (voir
section 6, Espaces de Hilbert).

Définissons une application F: lﬁ = [CparF ((x)p=1) = Zf{;l% Xn-

1. Nous pouvons voir que F(x) = (x,y)ouy = (1,;,...,%,...) € [, notezque y € I2.

2. Cependant, F est une fonctionnelle linéaire bornée sur [2 et

IFIl= sup | <yl

x€ld,lIxll, =1
3. Montrons que F n'est pas égal a (-, z) pour tout z € [2.
Soit z € [2 avec F(x) = (x,z) pour tout x € [2.
Alors (x,y) = (x,z) pour tout x € [Z.
Donc (e,,y) = (en,z) pour toutn € N, ou
e, = (0,...,1,0,...) [1 alanieme plac€].
D'oluy, = z,pourtoutn € N,doncy = zetz ¢ [Z.

Ainsi F est une fonctionnelle linéaire continue sur un espace de produit scalaire (12, (-, -))
telle que F n'est pas égal a (-, z) pour tout z € [2.

Définition 11.12.
Soit (X, |l - II) un espace normé. L'espace de Banach X* = L (X, IC) de toutes les

fonctionnelles linéaires continues sur X est appelé I'espace dual de X.

11.1 Applications

Définition 11.13.
Soit X, Y des ensembles.

(i) Une application f: X — Y est injective si, pour tout x;, x, € X,
X, # Xy implique f (x1) # f (x3).
(i) Le sous-ensemble Imf = {f (x): x € X} est appelé I''mage de X par f.

(iii) Une application f: X — Y est surjective si Imf =Y.
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(iv) Une application f: X — Y a la fois injective et surjective est appelée bijective.

Définition 11.14.
Soit E, F des espaces vectoriels, T: E — F un opérateur linéaire.

Le noyau de T est

KerT = {x e E:Tx = 0}.

Proposition 11.15.
Soit E, F des espaces vectoriels, T: E — F un opérateur linéaire. Alors T est injectif si et

seulement si KerT = 0.

Preuve.
Soit x € KerT,alorsTx = TO = 0.

(=) Supposons que T soit injectif. Donc x # 0implique Tx # T0,doncx & KerT,
seulement 0 € KerT.

(&) Soit KerT = 0. Pour tout x4, x, € E tels que x1 # x2, nous avons
X, — Xy #0=> (x; — x,) € KerT.

AinsiT (xq) =T (x3) = T (x4 — x,) # 0.

Donc T (x;) # T (x3), donc T est injectif.

Théoréme 11.16.
Soit (E, |l - llg), (F, |l - llp) des espaces normeés et soit T: E — F un opérateur linéaire

borné. Alors Ker T est un sous-espace linéaire ferme de (E, |l - ll).

Preuve. (Exercice.)

Exercice 11.17.
Soit E un espace normé et soit T: E — IC une fonctionnelle linéaire.

Montrer que f est bornée si et seulement si KerT est un sous-espace fermé de E.

Définition 11.18.
Soit E, F des espaces vectoriels sur IC. Un opérateur linéaire T: E — F qui est bijectif

est appelé un isomorphisme d'espaces vectoriels.

Définition 11.19.
Soit (E, |l - llg), (F, |l - llz) des espaces normés. Un opérateur linéaire T: E — F est

appelé une isométrie ((ou une application préservant la norme)) si, pour touty € E,

ITW) le=1lyllg.

Remarque 11.20.
Le théoreme de Riesz-Fréchet montre que, pour tout espace de Hilbert H, il existe une

application T:H — H* donnéeparT (y) = ¢, ou ¢, (x) = (x,y) quiest
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(i) bijective;

(ii) la préservation des normes, c'est-a-dire [ T (y) =1y II; et

(iii) conjugué-linéaire, c'est-a-dire T (Ay + uz) = ATy + iTz.

Ainsi, un espace de Hilbert peut étre identifié avec son propre espace dual.

On dit parfois que les espaces de Hilbert sont «auto-dual».

Exemple 11.21.
Montrons que (£1)* peut étre identifié avec .

Preuve.
1. Il existe une application T: £, = (£1)* donnée par T(c) = ¢, ol

be(@) = ) catn, €= (@F=1 €lu,  (6)F=1 €L
n=1

Dire (¢p)n=1 € ¥ signifie simplement que les c, sont bornés, disons, par M,.

0]

Pour (x)p=1 € 1, ome1 | X | estfini, et donc X0, ¢, X, est une série absolument
convergente:

oo oo oo
Dlenxal € D Ml | = Mc Y | | < o0
n=1 n=1 n=1

Ainsi ¢, est bien défini sur 4;.

Nous devons montrer que, pour tout ¢ € ¢, I'application ¢. € (¥,)", c'est-a-dire que ¢,
est une fonctionnelle linéaire bornée sur 4;.

(a) Pourtout x = (Xp)r =1, Y = Om)n=1defret L n€lC,

bc (Ax + ll}’) = Z Cn(lxn + ll}’n)

n=1

= 2D eata+ 1) v = A9e(®) e ().
n=1 n=1

Ainsi ¢, est une fonctionnelle linéaire.

(b) Pour tout x = (x,)n =1 € ¥4,

0]

n=1

|pe | =

[ee] [ee]
< E lcnxn| < sup|cy| E | x5 [ =11 clleoll x 3.
neilN
n=1 n=1
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Ainsi ¢, est bornée. Par conséquent, |'application
T:4, = (£))°
c > ¢

est bien définie.
2. Montrons que T est linéaire.
Pourtout L, L € IC; ¢ = (c)p=1,d = (dp)p=1 E€w et x = (Xy);m=1 € ¥4,
[T (Ac + pd)](x) = Pac+pa (¥) = 2n=1(Ac + ud)yx,

= Yn=1(Acn + udp)x, = AX0-1 Xy + W20=1 dnXy

= Apc () + upg (x) = [AT (¢) + uT (d)] ().
3. Montrons que T est surjectif.
Choisissons n'importe quel g € (£1)*: nous devons trouver ¢ € £, telque T(c) = g;
cela signifie ¢, = g.
(a) Soit ¢, = g (e,),oue, = (0,...,0,1,0,...) (1 en nieme position).
Ceci est le seul candidat possible puisque ¢. (e,,) = c,. Notez que, pour toutn € N,

lcnl = lg e )l <l gllle, I;=lgl

Ainsi ¢ est une suite bornée, c'est-a-dire, c € £, et

lcllw= suplcy,| <l gl.
neIN

(b) Pour montrer que ¢, = g, considérons tout x = (x,,), =, € ¥ et écrivons

co
k —
St = anen.
n=1

Notez que

0]

lx — SN, =1 (0,...,0, Xpp1, X 2,---) ll1 = z | x,| = Oquandk — oo.

n=k+1

Par conséquent, puisque g est continue,
g (x) = g (lim sk = Jim g(Sk).

Par la linéarité de g,
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=3 ) = e

n=1 n=1

Par conséquent, pour tout x € ¥,

0]

90O = ) Tty = he)

n=1
4. Montrons que T est injectif.
Supposonsque ¢ # d,¢c = (¢ )p=1,d = (dp)7=1 € Y-
Il existe donc ny € IN tel que ¢, # dy, .
Pc (€n,) = Cny # dp, = @q (€p,),doncp. # ¢g.
5. Il reste a montrer que T est une application qui préserve la norme.
Nous avons déja prouvé que
lcllo<llgll=I ¢, Il pourtoutc € £,
et que, pour tout x € 44,
e )| < Nclloll x Iy
Cela implique

e l= sup [P (X) | = lc llo.

lxll =1
Ainsill ¢. Il = |l ¢ ll, donc T préserve les normes:
” T(C) ”({’1)* = ” ¢(; ” = ” c ”oo

Par conséquent, T est un isomorphisme d'espaces vectoriels et une isométrie.

11.2 Le dual de L?
Soit (X, M, ) un espace de mesure.

Considérons les espaces de Banach LP (X, M, n),1 < p < o que nous désignons simplement
par LP en l'absence de confusion.

Supposons que p et g soient des exposants conjugués, c'est-a-dire
1 1 )
E+g =1,sil<p<oou(pq) = (1,0)o0u(xo,1).

Le but de cette section est d'identifier les espaces duals (LP)* .
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Pourg € L9, soitg, (f) = [ fgdu, f eLP.
Il résulte de I'inégalité (étendue) de Holder que ¢, (f) est fini pour tout f € LP et
| g (O] =1[fgdul <Ufllglg,l1<p< oo
De plus, ¢, est linéaire et définit donc une fonction linéaire bornée sur L? et
I pg <1l gl

D'oul I'application T: L9 — (LP)* définie par T(g) = ¢4 est une application bornée linéaire
(facile) bien définie.

Précisons quand elle est injective, surjective et isométrique.
L'énoncé suivant montre que T est presque toujours une isométrie et donc une injection.

Proposition 11.22.
Soit1<q <. Alors|l ¢4 Il =1 g llg. Si la mesure p est semi-finie, le résultat est

valable méme pour q = .

Preuve.
Soit ¢ < oo. Pour montrer I'égalité des normes, il suffit de voir que

I g =11 g lly-
Si g = 0 p.p. 'assertion est triviale.

Supposons donc || g ll;# 0 et considérons

f = | 91" "sgng
lglla-t °
ou
z
—siz# 0
sgnz ={|z|
O0siz =20

Alorspourl <p <

[lgie»r  Jigl* _ 1

p_
17 1= Lg% [lgle

Donc

Jlgl®
— =gl

gy 1=[fg = 5 =
? gl
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Sip = 0,q=1,f =sgng,l f o= letll ¢y 1= [ fg =l gl
Soit maintenant g = oo et p est semi-fini, c'est-a-dire
VA€ M,u(A) = ©,aBc A,B € M,telsque0 < pu(B) < oo.
Alorspoure > OetA = {x:|g(x)| > g llo — €}, nous avons u(4) > 0.
Soit B c A tel que
0 <p(B) <wetf = u(B)™* xz5gng.

Alors

1
Ifll,=let ¢, 1= [ fg =mf3|g| > glle— €

Puisque € est arbitraire, | ¢4 | = | g llco-
Le théoréeme suivant montre que dans «presque tous» les cas, c'est un surjectif.

Théoréme 11.23.
Soit pun o —finiet 1 < p < oo. Alors pour tout ¢ € (LP)", il existe g € L7 tel que
¢ = ¢4 etdonc Lq estisomorphe isométriquement a (LP)".

Remarque 11.24.
Sil < p < ooalors le résultat est valable sans restriction sur p (voir la preuve dans

Folland).

Preuve.
Fixons ¢ € (LP)* et supposons d'abord que p est fini.

Alors yr € LP pour tous les ensembles mesurables E. Définissons

v(E) = ¢ (xg), E € M.

Alors, est une mesure complexe absolument continue par rapport a . En réalité,
* v est 0 —additif: pour toute suite de sous-ensembles mesurables disjoints {E|} et

E = U7 Ej, nousavons yp = Zf)(E]., ou la série converge dans la norme LP:

N 0
X — ZXEi ZXEi
1

N+1
Puisque ¢ est continue,

1

(U o
N+1 N - o

V(E) = $ ) = ) b ) = ) vED.
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ey K WwSip(4A) = Oalorsy, = Op.p.etdoncv (4) = ¢ (xa) = 0.
Par le théoréme de Radon-Nikodym, il existe g € L! (p) tel que pourtout E € M,
¢ (xe) = v(E) = [zgdn = [ xpgdn

etdonc o (f) = ¢4 (f) = [ fg pour toute fonction simple f de sorte que nous ayons la
représentation souhaitée sur I'ensemble des fonctions simples.

Notez cependant que nous n'avons pas encore montré que g € L4, seulement qu'il est en L!.
Nous reportons la preuve de cette assertion a la fin de la preuve.

Une fois que nous savons cela, nous pouvons prouver I'égalité ¢ (f) = ¢4 (f) pour tout
f ELP.

En fait, comme les fonctions simples sont denses dans L?, étant donné f € L?, il existe une
suite de fonctions simples f, telles que Il f, — f ll, = 0. Comme ¢ est continu, ¢ (f,) —

¢ ().
D'autre part, ¢ (f,) = J f.g = [ fg : par l'inégalité de Holder,
o) =gl 1) (=Dl <Ufa = flpliglg— 0.
Dou ¢ (f) = [ fg, f €Ly
Supposons maintenant que p est g —fini.
Alors il existe une suite croissante d'ensembles {E,, } telle que
0 <u(E, <wetX =UTE,.

Dans ce qui suit, nous identifierons LP (E},), L? (E,,) avec les sous-espaces correspondants
de LP (X) et L7 (X) respectivement.

Par les arguments précédents, il existe g, € L7 (E},) tel que
¢ (f) = [ fgnpourtout f € LP (E,) etll gn llg =1 ¢ 1o gy NN 1,
ou ¢ |.p (g, estlarestriction de la fonctionnelle ¢» au sous-espace E,.
Clairement, g, est une alternance modulo unique sur un ensemble nul et donc
9n = Ym p-D.sur E, pour toutm = n.
On peut donc définir g sur tout I'espace X en faisant g = g,, sur E,,.

Par le théoréme de convergence monotone on obtient

a_ 1 q
g Ig=lim Il g, If < ¢ llg
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etdonc g € L9.

Soit maintenant f € LP alors fx; € LP (E,) et par le théoréme de la convergence dominée
fxe, — f dansLP.Par conséquent

¢ (f) = lim ¢ (fxz,) = lim [ fg, = lim [, fg = [fg
comme désiré.

Maintenant, comblons le vide de la preuve et montrons que g € L9. On peut supposer que
g * 0p.p.Observez que nous n'avons besoin de I'énoncé que dans le cas ou p est une
mesure finie. Une assertion plus générale est prouvée dans Folland. Comme ¢ (f) = [ fg
pour f simple et ¢ est bornée, on a

My (9) = sup{l[ fg|: festsimple,l fl,= 1}
estfini: My (g9) <l ¢ Il < oo.

De plus, puisque pour toute fonction mesurable bornée f, Il f I, = 1, il existe une suite
{f.} de fonctions simples telles que |f,, | < | f | et f, = f point par point, on a, par le
théoreme de convergence dominé,

I gl = lim If fugl < My(g) (116)

Supposons g < 0. Soit {g,,} une suite de fonctions simples bornées tellesque g, = g
point par pointet | g, | < | gns1l < | g |, il existe grace au théoreme 2.10 de Folland.

Soit

g |1 8ETE
|.." | )

lgallg ™"

Jn =

Alors comme dans la démonstration du théoréme précédentonall f;, I, = 1et

[ 1 fagnl =1 gn ll4- Par le théoreme de convergence monotone, nous avons

lgll, = lm [lgaly = lim / | fagn| < liminf / | fullg] = (as fog = 0)
Fe—+00 T —+00 \ \
= liminf /.f'r,._..r,u < (by 11.6) < M,(g).
D'ou € L9 .
Supposons maintenant ¢ = oo (etdoncp = 1). Pour prouver que g € L™ il suffit de voir que

gl < Ma(g)

Supposons au contraire que pour certains € > 0 I'ensemble
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A= {z:|g(z)] > M(g) + €}
est de mesure non nulle. En posant

f = xasEng/p(A)

oy gl
= = M| 1
,/ .-ir.'!'-i I[1 Il'f[_].} '\A_l..{.f}

ce qui est impossible par (11.6). La preuve est compléte.

onallfll; = 1et

.

Résumons:
el <p <oo:(LP)" = Llet(LP)* = LP.

Nous I'avons prouvé pour la mesure o-finie, mais le résultat est valable pour le pn
général.

ep = 1: (LY =L®

si la mesure p est o-finie. L'inclusion T: L — (L')* est isométrique si p est semi-fini.
Si u n'est pas semi-fini, l'injectivité de T: L* - (L) *, g - ¢4 échoue (voir
I'explication dans Folland).

ep = oo: L' c (L®)*,l'application T: L' - (L*)*, g — ¢, est une isométrie
injective mais presque jamais surjective. Nous en reparlerons plus tard.
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12 Le théoreme de Hahn-Banach et ses conséquences
Soit X un espace normé sur IR ou IC. Soit X* I'espace dual de X.

Comment étre shr qu'il y a suffisamment d'éléments dans X* pour que I'étude de I'espace
dual devienne intéressante?

Peut-on étendre une fonctionnelle bornée linéaire donnée sur un sous-espace a une
fonctionnelle bornée linéaire sur tout I'espace?

Les réponses a ces questions donnent I'un des résultats les plus importants de I'analyse
fonctionnelle, le théoréme de Hahn-Banach.

Supposons d'abord que X est un espace vectoriel réel.
Définition 12.1.

Une fonctionnelle sous-linéaire sur X est une application p: X — IR telle que

px+y)<px)+p)et p(Ax) = Ip(x) Vx,yeX,A1=0.

Exemple 12.2.

1.p(x)

2.p (x)

| £ (x) ], ou f est une réelle fonctionnelle linéaire;

Il x Il, oU Il - |l est une norme ou une semi-norme.

Théoréme 12.3. (Le théoréeme de Hahn-Banach, version réelle)

Soit X un espace vectoriel réel et p une fonctionnelle sous-linéaire. Soit M un sous-
espace linéairede X et f: M — IR une fonctionnelle linéaire telle que

f(x) <p(x),x€M.
Alors il existe une fonctionnelle linéaire F: X — IR telle que F = f sur M et

F (x) <p (x) pourtout x € X.

Preuve 1.
Le résultat est trivialsiM = X.
Supposons que M # X etsoitx € X \ M.

Considérons I'ensemble M' = M + [Rx, le sous-espace engendré par x et les vecteurs

dans M. Il est facile de voir que chaque élément de M ' peut étre représenté de maniére unique
sous la forme

y + Ax,y € M,1 €ER.

Si g est une extension linéaire de f a M " alors
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gy + ) =fO) + gXx),yeM.
Sia =g (x) alors
gy +x) = f(y) + Aa.
Le but est de trouver a tel que g (z) < p (z) pourtoutz € M ', i.e.
fQ) +da<p@x + y). (12,7)

Pour A > 0, (12,7) équivauta f G) +a<p (x +%) ou

as<p(x +%) _f (%) (12,8)

et pour 4 < 0, ala condition f G) +az= —-p (—x —%) ou

y y
a> —p (—x _I) —f (Z) (12,9)
Montrons qu'il existe a qui satisfait les deux conditions (12.8) et (12.9).

Soient y;,y, € M. Alors puisque

fOI=FOI<spl—y)=p(0: + )= O + x))
=spO2 +x) +p(=y1 — X)
ona
~fO) +tp@2+x) 2 ~fO) —p(y — 0.

Puisque y;, y, étaient arbitraires, nous obtenons
nf(=f ) +p +x) = ig}g(—f ) —p(y —x).
Choisir a entre ces deux quantités et laisser
g@x +y)=da+f(©)

on obtient I'extension souhaitée de f au sous-espace M + [Rx.

2. Sidans X on peut trouver un ensemble dénombrable d'éléments x4, x,,... qui, avec M,
génerent tout I'espace X, alors la fonctionnelle sur X peut étre construite de maniere
inductive en considérant la chaine de sous-espaces suivante:

MO =Span{M, x;}, M@ = Span (MM, x,},...

Alors tout élément de M appartient a certains des sous-espaces M et la fonctionnelle sera
étendue a I'ensemble X.

84
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Théoréme 12.5 (Le théoréme complexe de Hahn-Banach)

Soit X un espace vectoriel complexe, p une semi-norme sur X, M un sous-espace de X,
et f une fonctionnelle linéaire complexe sur M telle que |f(x)| < p(x) pour x € M.

Alors il existe une fonctionnelle linéaire complexe F sur X telle que | F(x)| < p(x)
pour tout x € X et F(x) = f(x) pour tout x € M.

Preuve.

Considérez X et M comme des espaces vectoriels sur les réels et notez-les respectivement
par X;ret M;,. Notez que X; g (M;g) et X (M respectivement) sont différents en tant
gu'espaces linéaires mais coincident en tant qu'ensembles.

Clairement p est une fonctionnelle sous-linéaire sur X; p.

Soit u = Ref. Alors u est une fonctionnelle linéaire réelle sur M,  satisfaisant la condition
|lu(x)| < p(x) et donc u(x) < p(x).

Par le théoreme réel de Hahn-Banach, il existe une fonctionnelle linéaire réelle U sur X; 5
telle que U(x) < p(x), pour tout x € X;get U(x) = u(x) pour tout x € M.

Clairement —U(x) = U(—x) < p (—x) = p(x) et donc

U] < p(x),x € X;p
Définir une fonctionnel F sur X en considérant

F(x) = U(x) — iU(ix).
F est une fonctionnelle linéaire complexe: F est réelle linéaire puisque U et

F(ix) = U(ix) — iU (=x) = U(ix) + iU(x) = i (U(x) — iU(ix)) = iF(x), x€X.
F est une extension de f a X, c'est-a-dire F(x) = f(x),x € M: comme
Imf(x) = —Re (if (x)) =—Re(f(ix)) = —u(ix)
ona
F(x) = u(x) —iu(ix) = Réf(x) +ilmf(x) = f(x).

Il reste a prouver que |F(x)| < p(x) pour tout x € X.
Supposons au contraire que pour certains xo € X, | F(xo)| > p(xo).
Ecrivez F(x,) = | F(xo)|e™®. Soit y, = et 9x,. Alors

U(¥o) = ReF(yo) = Re[e — igF (xo)] = | F(xo) | > p(x0) = p(Yo)-
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Une contradiction qui donne le résultat.
Corollaire 12.6.

Soit X un espace normé et soit M son sous-espace. Alors pour toute fonctionnelle
continue linéaire f définie sur M il existe une fonctionnelle F € X* telle que F(x) =
f(x)pourtoutx e Metll Fll=IfI.

Preuve.

Soitp(x) =l flllxll,x€X.0Ona|f (x)| < p(x)pourtoutx € M. Par le théoréeme de
Hahn-Banach complexe il existe une fonctionnelle linéaire F sur X telle que

[F(x)| <p@) =l1fIlllxI|l pourtoutx € XetF|y, = f.
Par conséquent, F estbornéet || F || <l f ll. Comme
IlFll=sup{|]F)|:lxII<1x€X}
Zsup{|F)|:IxlI<LxeM} =Ifl,
onall Fl=IfI.

12.1 Corollaires du théoreme de Hahn-Banach
Théoreme 12.7.

Soit X un espace normé.

1. Si M est un sous-espace fermé de X alors pour tout vecteur x € X \ M, il existe f €
X" telque f (x) # Oet F|y = 0.Enfait, f peut étre considérée comme satisfaisant

lfll=1etf(x) = p(x,M): = 3}g}\flllx AL

2.Six # 0dans X, alorsilexiste f € X" telquell fIl= 1letf (x) =1l xI.

3. Les fonctionnelles linéaires bornées sur X séparant les points: pour x,y € X, x + y,
il existe f € X" telque f (x) # f (¥).

4. Un sous-ensemble M c X est total dans X, c'est-a-dire que la span linéaire fermée
est dense dans X si et seulementsif € X", f (x) = 0,xeEM = f = 0.

5.Six € X définirX: X* — Cpar X (f) = f (x).

Alors I'application x — X est une isométrie linéaire de X vers X** = (X*)".

Preuve.
1. On définit une fonctionnelle f sur l'espace M + [Cx par

fO+ x) = Ap (x, M).
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Alors f est linéaire, F|y, = Oet f (x) = p (x,M).

Trouvons |l f Il.On a

| f (v + X)) |
= su tyEMAEIC
(WAl p{ Ty + 2x y }
[Alp (x,M) |
= su YEMAEIC,A # 0
POy + Y )

_ p (x,M) AC
inf{llx+ A1yl p (x,M)

En vertu du théoréme de Hahn-Banach, il existe une extension F € X* de la fonctionnelle f
aveclanorme || Fll=1l f = 1.

Ainsi la fonctionnelle F possede toutes les propriétés requises.

2. L'instruction est un cas particulier de la précédente: soit M = {0}.

3.Six # ypar(2)ilexiste f € X" telque f(x —y) =llx —y ll# Oetdonc f(x) # f (¥).
4. Supposons d'abord qu'un ensemble M est total et f (x) = 0 pourtoutx € M.

Par linéarité et continuité, nous avons que f(x) = 0 pour tout x dans I'étendue linéaire
fermée de M, c'est-a-dire pour tout x € X.

Supposons que toutes les fonctionnelles f € X* disparaissant sur M sont identiquement
égales a zéro. Supposons que M ne soit pas total et soit G la portée linéaire fermée de M.

Alors il existe y € X \ G. Par (1) il existe f € X" telque ll f = 1etf (x) = 0 pourtout
x € G, ce qui contredit I'hypothese.

5. Pour chaque x € X, X est une fonctionnelle linéaire surX™:
x (Afy +uf) = (Af; + ufl) (x)
= A0 +ufa(x) = AX (f) + uX (f2).
X est borné:
RO I=1FC] <UFMxl et 12 lx=~<Ilxllx.
D’autre part, puisqu'il existe f € X*, Il f I = 1,
f) =2 ) =lxlonall fli=lxly.

Parsuite, | X llxy==1xlly etX3x = X € X est une isométrie linéaire.
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Remarque 12.8.

Le troisieme énoncé répond a une question importante sur la structure de I'espace dual d'un
espace normé: il est suffisamment riche pour séparer les éléments de |'espace donné.

Si X est un espace normé, considérons X = {£:x € X} c X eti: X - X**, x > %
injection isométrique. Alors la fermeture X est compléte comme un sous-espace fermé de

I'espace complet X** et i (X) est un ensemble dense dans X. Donc X est la complétion de X.

SiX = X**alors X est dit réflexif, c'est-a-dire si I'application canonique i: x — X est
un isomorphisme isométrique.

Supposons que X est un espace normé réel, A € X un sous-ensemble et x, est un point de la
frontiere de A.

I est appelé hyperplan support de I'ensemble A contenant x, si x, € I (ie f x5) = c)et
soit f (x) —c = 0pourtoutx € Aou f (x) —c < 0 pourtoutx € A.

Considérons un cas particulierot A = B (0,r) = {x €X: I x I <7}
La frontiere de A est la sphere S (0,7) = {x €X: I x |l = r}.
Théoréme 12.10.
Sixy, € S (0,r) alors il existe un hyperplan support de B (0,7) contenant x,.
Preuve.
Pourxy, € S (0,r)ilexiste f € X" telquell fll=1etf (x9) =llxgll= 7.

Alors I, = {x: f (x) = r}est!I'hyperplan support souhaité puisque x, € I, et pour tout
x €B(0,71)

fO =IfM] =slxlsr

c'est-a-dire f(x) —r < 0.
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13 Le théoreme des catégories de Baire
C'est un théoreme fondamental dans la théorie des espaces métriques complets.

Rappelons un peu de terminologie.

Soit X un espace métrique dont la métrique est notée p.

Poura € X etr > 0 on pose
B(a,r):={x € X:p(x,a) < 1},

la boule ouverte de centre a et de rayon r dans X.

e Soit M c X. Rappelons que x € M est appelé point intérieur de M s'il existe
r > 0 tel que B(x,7) € M.

e Unsous-ensemble M est dit ouvert si tout x € M est un point intérieur, et
fermé si son complémentaire est ouvert. L'ensemble de tous les points
intérieurs de M C X est le plus grand ouvert contenu dans M ; il est appelé
l'intérieur de M et est noté M°.

e Lafermeture M, de M est le plus petit ensemble fermé contenant M qui est
I'intersection de tous les ensembles fermés F D M.

e Unensemble E c X est dit dense dans X si E = X.

Notons que E est dense si, et seulement si, W N E # @ pour tout ouvert non
vide W.

e Unensemble E C X n'est nulle part dense si la fermeture de E n'a pas de point
intérieur (c'est-a-dire a un intérieur vide).

Notez que E C X n'est dense nulle part si et seulement s'il n'est dense dans
aucun sous-ensemble ouvert de X (Exercice !).

Théoréme 13.1.
Soit X un espace métrique complet.

1. Si {U, }y=1 est une suite de sous-ensembles ouverts denses de X alors N7 U,, est
dense dans X

2. X n'est pas une union dénombrable d'ensembles denses nulle part.

Preuve.

1. Il suffirait de montrer que si W < X est un ouvert non vide, alors W n (N U,) # @.
Notons d'abord que puisque U; est dense, U; N W est non vide.

Comme W N U; est aussi ouvert, il existe une boule B(x4,17),0 < r; < 1, telle que

B(xq,11) €W N U,.
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De méme, on trouve B(x,,13),0 < 1, < gtelle que
B(x,,15) € B(xq,11) N U,.
En répétant les arguments, on obtient les boules B(x,,1,),0 < 7, < 27" telles que
B(xn, 1) € B(Xp-1,1-1) N Up.
Alors la suite {x,} est Cauchy, comme pour tout n,m = N on a x,,, x,, € B(xy, 7y) et donc
P(Xn, Xm) < p(Xn,xXn) +p(Xn,Xm ) < 21y

qui tend vers zéro quand N tend vers l'infini. Comme X est complet, la suite converge vers
un élément x € X et p(xy,x) < 1y pour tout N. Ainsi

X €EB(xy,ry) cWnNUy
pour tout N.D'ou W n (N U,) # @.
2.Soit E,;,n = 1, des ensembles nulle part denses dans X.

Alors ( E,)¢ sont ouverts et denses dans X (si ( E,,)¢ n'étaient pas denses dans X on pourrait
trouver un ouvert W tel que W n (E,)¢ = @, mais alors W c E,, contredisant la condition
de E, n'étant nulle part dense). Donc par (1) N ( E,)€ est dense dans X (donc non vide).

Par conséquent,
(o] c oo ©
(U 5) == Yo
1 1 1

donnant U?” E, # X.

Le théoreme est valable pour tout espace topologique homéomorphe a un espace
métrique complet.

Application a I'analyse fonctionnelle.

13.1. Théoreme de I'application ouverte

Soient X, Y des espaces topologiques. Rappelons qu'une application f : X — Y est dite
ouverte si f(U) est ouvert chaque fois que U C X est ouvert ; elle est dite continue si
f~L(U) est ouvert chaque fois que U c X I'est. Donc si f est bijective alors f est ouverte si
et seulement si l'inverse f 1 est continue.

Si X, Y sont des espaces normés et f est linéaire alors cela se résume a la condition
f(B(0,1)) o B(0,r) pour un certainr > 0. En fait, étant donné un ouvert U et y € f(U), il
existex € Uet§ > 0 tels que

f(x) =yetB(x,6) =x+B(0,6) c U.
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Alors en utilisant la linéarité de f et la condition f(B(0,1)) © B(0,r) on peut trouvert > 0
tel que

y+B(0,7) c f(x) +f(B(0,6)) = f(B(x,6)) < f(U).
Théoréme 13.2.

Soient X,Y des espaces de Banach.Si T : X — Y est une application bornée linéaire
surjective, alors T est ouverte.

Preuve.

Par la remarque avant le théoréme, il suffit de montrer que T(B(0,1)) © B(0,r) pour un
certainr > 0. Ecrivons B,. pour B(0,r) pour la simplicité.

Puisque T est surjectif et X =U7° B,,,
Y =U%® T(B,).

Par conséquent, d'apres le théoreme des catégories de Baire, I'un des T'(B,,) n'est nulle part
dense, c'est-a-dire que T'(B,) a un intérieur non vide.

Puisque T'(B,) = nT(B1),T(B1) n'est nulle part dense. Il existe donc y, € T(B1),r > 0tel que
B(yo,m) € T(B1).

Montrons d'abord que I'on peut trouver une boule B, (de centre en zéro mais r différent)
telle que B, < T(B;). Choisiry; = Tx, € T(B;y) tel que ll y; — o I< g

Alors pourtouty €Y, [l y II< g, onay+y; € B(y,r)cT(By):

Yyt+yi—=Yollslyll+ly,—y lI< 1.

D'ou

y=-Tx;+ (y+y,) € -Tx; +T(B;) € T(—x, + B;) € T(B,),
c'est-a-dire Br c T(B;) et donc Br c T(B,).

2 4
Montrons maintenant que pourr > 0, B, € T(B;) (en rétrécissant a nouveau le rayon r).

Puisque pourunr > QOettouty €Y avecllyll< r,y €T(Bl),onay € T(By-n)
lorsque |l y || < r27". Choisissonsy € Y telque |l y Il < g

Alors, puisque y € T(B1), on peut trouver x; € Bitelque |l y — Tx; lI< 2. Cela implique
2 2

quey —Tx; € T(B1).0n peut donc trouver x, € B1 avec
4

4

T
Il y - Tx1 - sz 1< g
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Alors

y—Tx; —Tx, € T(B1).
8

En procédant par induction, on trouve x,, € B,-n tel que

n

}’—ZTxi

i=1

< 271 (13.10)

Puisque X est complet et que la série )., x,, est absolument convergente, elle converge dans
X versun x € X. en outre

(0]

Ix Il < Z o, || < Zz—nz 1,i.e.x €B,.
1

1

Mais alors, comme T est continue, Y.i-; Tx; — Tx.
D'autre part, par (13.10), 2™, Tx; = y,quandn — oo. Donc

y =Tx € T(By)et T(B,) D Br.
2

Corollaire 13.3.(Théoréme de I'inverse borné de Banach)

Si X, Y sont des espaces de Banach et T € L(X,Y) est bijectif, alors T~ € L(Y, X) etil
existe C > 0 tel que

C'llxI<ITxNI<Cl xI pourtoutx € X.
Preuve.

Puisque T est bijectif, T~ existe. Par le théoréme de I'application ouverte, T est ouvert et
donc T~ est continu et donc borné. Soit C = max{|l T Il, | T~ |} alors pour tout x € X,

CHlxI<IT 0 x =T~ 17 N T~ Tx |
SIT=HI7H T~ 0 Tx |
SITx I<ITMxN<CIlxI.

13.2. Le théoréeme du graphes fermé.
Si X et Y sont des espaces vectoriels normés et que T est une application linéairede X aY
on définit un graphe de T par

T ={x,y)eXxY:y=Tx}={(xTx):x€ X}
X XY devient un espace normé lorsqu'il est équipé de la norme produit

I Ce,y) l:= max{ll x I, y II}.
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Ici || x |l fait référence a la norme sur X tandis que || y |l fait référence a la norme sur Y.
Définition 13.4.
On dit que T est fermé si I'(T) est un sous-espace fermé dans X X Y.
Clairement si T est continu alors I'(T) est fermé, puisque si x,, = x alors Tx,, = Tx.
La fermeture signifie que six, - x et Tx,, > yalorsy = Tx.

Le théoreme suivant dit que si X et Y sont complets, la fermeture d'un opérateur linéaire
donne la continuité.

Théoreme 13.5.

Si X et Y sont des espaces de Banach et T : X — Y est une application linéaire fermée alors T
est bornée.

Preuve.
Soient 1, et , des projections de I'(T) sur X et Y respectivement :
m ((x, Tx)) = x, m,((x,Tx)) = Tx.
Alorsmty € L(I'(T),X) ety € L(I'(T),Y) puisque
Iy (Ce, T)) =Nl x 1< 0 (o, Tx) et 1 mp(Cx, T)) = T 1< 1 (x, Tx) |
(IFrey I 1,0y 1< 1).

Puisque X et Y sont complets, X X Y et I'(T) le sont aussi (en tant que sous-espace fermé).
L'application 14 est bijective comme application de I'(T) dans X et par le Corollaire 13.3

m; ! est bornée. Mais alors T = m, o ! est aussi bornée.

13.3. Le principe de la borne uniforme.
Le théoréme suivant, également connu sous le nom de théoreme de Banach-Steinhaus,
permet de déduire des estimations uniformes a partir d'estimations ponctuelles.

Théoréme 13.6. (Le principe de la borne uniforme.)

Supposons que X est un espace de Banach et Y est un espace normé. Soit {T,, : @ € A} une
famille d'opérateurs dans L(X,Y).

Sisupgea l Tpux | < ¢, < o0 pourtoutx € X, alors supges Il Ty 1< 0.
Preuve.
Soit

En={x: supges Tax | <n} =Ngea {x : | Tyx | < n}.
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Par hypothese X =U,, E,,. De plus, chaque E,, est fermé comme intersection d'ensembles fermés.
D'apres le théoréme des catégories de Baire, certains E, doivent contenir une boule, B(xg, 7).
Puisque pour tout x € X telque |l x [ < ronax + xy € B(xy,7) C E,, on obtient

Il Tox | <1 (Te(x + x0) | +1l Taxo I < 2n.

Donc pour x, || x || < 1, cela donne
1 2n
Tox I=1 Ty (rx) |l - < -

2
etdonc || T, Il < Tn pour tout a € A.

94
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14 Exercices corrigés

Exercicel

Montrer que la fermeture B(xg; 1) d'une boule ouverte B(xy; r) dans un espace métrique
peut différer de la boule fermée B(x,; 7).

Solution Exercice 1

Nous devons d'abord définir les concepts:
Boule ouverte:
B(xg; ) ={x €X:d (x; xo) <71)},
Fermeture de B(xo; 1): B(xo; ) = B(x; 7) U {tous les point f ontiéresde B(x,; 7) },
Boule fermée:
B(xg; ) ={x€X:d (x; x9) <1)}
Avec la métrique discréte

1si x #x
d (x; x0)={0 si x =x((),

etr = 1, onobtient

B(xo; ) ={x € X:d (x; x9) <1)} U {tous les pointf rontieresde B(xy; 1) }

Xo Xo

c.-a-d. uniquement le point x,.
Blxp;D)={xeX:d(x; xo) <1)}=X
c.-a-d. I'ensemble X tout entier.
Ainsi, B(xo; ) et B(x,; ) ne sont pas identiques.
Ou d’une autre maniere. Considérons la métrique discréte

1si x # xg
0 si x = xg

d (x xo) =
sur I'ensemble X. Nous avons
B(xo; 1) ={xo}etB(xy 1) = X.
Soit x un point d'accumulation de B(xy; 1).

Puisque x est un point d'accumulation, et B(xo; 1) = {x,}, cela signifie que

d(x; x9) < € pour toute > 0.

95
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Cependant, pour € < 1, l'inégalité d(x; xo) < 1 n'est satisfaite que pour x = xg.
Ainsi B(xo; 1) = B(xq; 1), mais B(xg; 1) € B(x,; 1) = X.
Exercice 2
Montrer que la boule unité d’un espace vectoriel normé est un convexe de cet espace.

Solution Exercice 2

Cas de la boule fermée .
Soit B = {u € E/||lul| < 1}. Soient (x,y) € B et 1 € [0, 1].
Ix+ @ =Dyl <Aixll+ A=Dllyll =2+1-2=1.

Ainsi, V(x,y) € B?,vA € [0,1],

Ax+ (1-A)y €EB
et donc B est convexe.
Cas de la boule ouverte.
Soit B = {u € E/|lull < 1}.Soient (x,y) € B? et A € [0, 1].Puisque

0<A<let0<|x|[< 1
onendéduitque A|x]l < Aet (1 —AD)|lx]l <1 -2, alors
lAx + (1 =Dyl < Allxll + (1 = Dllyll

<A+ (1-1=1

Conclusion

La boule unité fermée (ou ouverte) de I'espace vectoriel normé (E, ||.||) est un convexe de I'espace
vectoriel E.

Exercice 3

Soit X un espace normé, soit x € X\{0} et Y un sous-espace linéaire de X.
(a) S'il existe n > 0 tel que

veX:llyll<ntey

Montrer que 2 ey
2||x]|

(b) Si Y est ouvert, montrez que Y = X.

Solution de I'exercice 3

(a) nous avons
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H nx H _nlladl _m _
2[Ix[l1l - 2[x]l 2

oy , X
donc par la condition donnée ﬁ ey.

(b) Soit x € X\{0}. Comme Y est ouvert, il existe n > 0 tel que

veX:llyll<n}ev.

D'ol % € Y d’apres la partie (a).

Comme un scalaire que multiplie un vecteur dans Y est aussi dans Y, nous avons

2
ey
n \2li]

Donc X € Y. CommeY est un sous-ensemble de X par définition, il en résulte que Y = X.

Exercice 4

Soit X un espace linéaire normé et, pour tout x € X et r > 0, considérons
A={yeXilly—-xll<r}etB={yeX:|ly —xll <7}

(a) Montrer que A est fermé.

(b)Siz€ Aetz, = (1 —n"1)z,pourn € IN%;

Montrez que lim z,, = z et montrez donc que B = A.

n—oo

Solution I’exercice 4

(a) Soit {z,,} une suite dans A qui converge vers un point z € X. Alors,
llz, —x|| <, vn € IN
et donc

|z — x|l = lim||z, — x|| <r
n—-oco

Ainsi, z € Aetdonc A est fermé.
(b) Nous avons

lz -zl =llz— (1 —n"Yz|| =n7tz]l <n"'r, VnelIN*
Par conséquent, lim z,, = z.
n—-oo
Puisque B € A et A est fermé, B € A. Inversement, si z € A et z,, sont définis comme ci-dessus, alors
lzall= A —n Dzl <A -n"Hr<r

donc z, € B.
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Ainsi z est la limite d'une suite d’éléments de B, donc z € B. D'ou A € B et par suite A = B.
Exercice 5

Démontrer que : Si la sphére unité d'un espace normé X contient un segment de droite [x; y]
oUx; y € Xetx #y,alors x et y sont linéairement indépendants et

llx + yll = llxIl + llyl.

Solution Exercice 5.

Supposons que la sphére unité contienne un segment de droite [x; y]ou x; y € X et x # y. Alors
llax + (1 —a)yll = 1pourtouta € [0;1] :
Choisissons a = % alors on obtient ”%” = 1,soit |[x + y|| = 2,

Puisque x et y appartiennent a la sphére unité, on a [|x|| = |ly|| = 1.D'ou
llx + Il = llxll + [yl :
Montrons que x et y sont linéairement indépendants.
Supposons que x et y sont linéairement dépendants c.-a-d. y = Sx pour § € IC.
Ona
1 =llax+ A-a)pxll =la+ (1-a)Bl.
Poura = 0 onobtient || = 1letpoura = %on obtient [1 + B| = 2.

Cela implique que § = 1, et donc x = y, ce qui est une contradiction avec le fait que x # y.
Exercice 6

a) Considérons l'espace linéaire C[0; 1] muni de la norme

1
Iflly = [H1FGo)ldx.
Montrer qu'il n'y a pas de produit scalaire sur C[0; 1] en accord avec cette norme.

b) Considérons I'espace linéaire C[0; 1] muni de la norme

Ifll = max |f(®)].

tefo;1]

Montrer qu'il n'y a pas de produit scalaire sur C[0; 1] en accord avec cette norme.

Solution Exercice 6.

a) Nous montrons que la norme ||. ||; ne satisfait pas la loi du parallélogramme.

Soit f(x) = letg(x) = 2x.Alors
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1 1
£l =j Ldx = 1; ligl, =j |2 dx = 1;
0 0

tandis que

1 1

1
IF =gl = [ 11-2xlax =25 If + gl = [ 11+ 22ldx = 2
0 0

Ainsi,

17
If = gl +1If + gllt = —-= 2(lIflIF + lgll) = 4.

b) Nous montrons que la loi du parallélogramme par rapport a la norme donnée n'est pas vraie pour
deux éléments dans C[0; 1].

Soit f(t) =t; g(t) = 1—1t; t €[0;1]. Alors f; g € C[0; 1] et

NIl = Jmax ¢ = 1; lgl =" max (1-¢) = 1;
et
If +gll = Max 1 =1; etllf —gll = g[loa}ﬁll + 2t = 1:
Ainsi,
If —gll? +1If +gll> = 2= 2(lIfII> + llgl*) = 4.
Exercice 7

Montrer que la norme
x|l = 1’5:1|xk|

sur l'espace IR* n'est pas induite par un produit scalaire.

Solution de I’exercice 7

De la définition de la norme ||x||; sur IR¥ nous avons
llé; + éz“% +11é; — éz“% =22+2°=8
2(l1ellF + llez1H) =21 + 1) = 4

Ainsi, la regle du parallélogramme n’est pas vérifiée et la norme ne peut donc pas étre induite par un
produit scalaire.

Exercice 8
Pour chaque n € IN, définissons f,: [0,1] = IR, par f,(x) = x™.

Trouvez la norme de f,, dans les cas suivants:
(a) Dans l'espace normé C; z([0,1]);
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(b) Dans I'espace normé L*([0,1]);

Solution de I’exercice 8

Nous utilisons les normes standard sur ces espaces.
(a)
Ifull = sup{lfu (x)|: x €[0,1]} = 1.

(b) Comme f,, est continu, les intégrales de f de Riemann et de Lebesgue sont identiques, de sorte
que

! 1
= nd = -
Ifill = | s = g

Exercice 9 (Important)

1) Inégalités de Holder et de Minkowski. Soit (p, q) € (]0, +o[)? tel que % +$ =1

a) Montrer que pour (x,y) € (]0,+»[)?, xy <=+ =
b) En déduire que
v((a,...,a,), (by,...,by)) € (IR")?,

| ZReraibi | < (CRoy law )P TRy 1Dl DY

c)En déduire que
v((ay,...,a,), (by,...,by)) € (IR")?,
1
Qe lax + beP)YP < BRoqglalP)e + (Rsy by DY,
2) Soit a un réel strictement positif. Pour x = (x4,...,x,) € IR™, on définit
No(x) = ERoq x|
a) Montrer que Va > 1, N, est une norme sur IR™.
. iy 2 . 2 3
b) Dessiner les « boules unités » de IR“ dansle casou a € {5, 1,5 ,2, +00}.

c) Montrer que, pour x = (Xj)1<k<n fixé,

lim Nyg(x) = Max{|xk|,1 <k <n} = Ny (x).

a—+oo

d) Montrer quesi0 < a < 1, N, n’est pas une norme sur [IR™ (sin > 2).

Solution Exercice 9

1) Puisquep > Oetq > 0,1=%+$>%etdoncp > 1.Deméme,q > 1.
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L

D’autre part, g = e

a) L'inégalité est immédiate quand y = 0. Soity > O fixé.
xp yq
Pour x > 0, on pose f(x) = ?+7_ xy.

Puisque p > 1, la fonction f est dérivable sur[0, +oo[ et Vx > 0, f'(x) =xP~1 —y.

1
f admet donc un minimum en x, = y»-1 égal a

p q
Fialon) <o
=y_ — —_— =
P q

Finalement, f est positive sur [0, +oo[ et donc

x
Vx=>0,Vy=>0,xy <—+—.
p q

b) Posons A = X7_; |ax|? et B = X3_; |b|?.
Si A (ou B) est nul, tous les a; (ou tous les by) sont nuls et I'inégalité est vraie.
On suppose dorénavantque A > Oet B > 0. D’aprés la question a),

Clagl bl SO (laglP bl
a a

E Rl TR < E <L+L>
2 = pA qB

1 1
k=1 Ap Ba k=1

k=1 k=1
A+ L B ! + ! 1
=—X —XB==-+-=1,
pA qB P q
et donc
n 11 n 1/p n 1/q
> lawllbel < 4757 = D lagl? | (bl
k=1 k=1 k=1
Comme

on a montré que
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V((ax)1sksns (Br)1sksn) € (IRn)Z:

1
q

n n % n
Z |agby| < <2|ak|p> ( |bk|q> (I négalitéde Holder)
k=1 k=1 k=1

Remarque.

Quandp = q = 2, on a bien % +$ = 1 et I'inégalité de Holder s’écrit

Z laxby| < (ZlakP) <2|bk|2> (inégalitéde Cauchy— Schwarz)
k=1 k=1 =1

c) D’apres I'inégalité de Holder, on a

V((ax)1sksn, (bx)1sks<n) € (IRn)Z

n n n
D Ul + 5P < ) larl(aed + 1beP+ ) Ibel(al + bl
k=1 k=1 k=1

1

1 1 1

n » n 1 n > n z

s<2|ak|p) (Z(|ak|+|bk|)<p-1>q) +<Z|bk|p> (2(|ak|+|bk|)(l’—1)q>
k=1 k=1

k=1

(me) (Zwup) (Z(mkuwkop)

SiYp=1(lax| + |bx|)? = 0, tous les ay, et les by, sont nuls et I'inégalité est claire.

L1
p

Sinon Y p—;(lax| + |bk|)P > 0 et apres simplification des deux membres de I'inégalité précédente
par le réel strictement positif 27—, (|ax| + |bx|)?, on obtient

1 1 1

n 5 n 5 n 5

(Z(mkl + |bk|)P) < <2|aklp> +<Z|bk|r’)
k=1 k=1 k=1

V((ax)1sksns (bi)1sks<n) € (IRn)Z:

- P
(lax] +|b |)p> ( la |p> ( |b |p> (I négalitéde MinkovsKk)
(Z bl | = Qe |+ D b

=1

|

2) a) On sait déja que N; est une norme sur IR™. Soita > 1.
(1) N, est bien une application de IR™ dans IR,.
(2) Soit x = (xx)1<k<n € IR™.

Ny(x) =0=>Vke[1,n],|x] =0=x=0.
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(3) Soient A € IR et x = (Xx)1<k<n-

No(2) = (Z lek|“>
k=1

(4) U'inégalité triangulaire est I'inégalité de Minkowski.

1
a

= (DN, = |AINa(0).

AinsiVa € IR", N, est une norme sur [R™.

b) Quelques « boules unités » dans IR?.

Remarque.
Toute boule unité est symétrique par rapport a O puisque Vx € E, N(x) = N(—x) etdonc
VxE€EENx)<1o N(—x)<1.
c)Soienta > Oetx EE.Ona
1
No(x) < Ny(x) < nalNy(x),
et le théoréme des gendarmes fournit
agrpm Ny(x) = N ().
d) Soient a €]0,1[ puis B = {x € IR"/N,(x) < 1}.
Les vecteurs x = (1,0,0,...,0) ety = (0,1,0,...,0) sont des éléments de B.

Le milieu du segment [x y] est z = %(1, 1,0,...,0).

1 11 1
Na(z)=z(1“+1“)a=2a > 1cara—1 >0

etdonc z € B. Ainsi, B n’est pas convexe et donc N, n’est pas une norme d’aprés |'exercice 3.
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On peut remarquer que pour n = 1, les N, coincident toutes avec la valeur absolue.

Exercice 10

Soit E = C1([0; 1]) I'espace vectoriel (réel) des fonctions f: [0 ; 1] — IR une fois
continument dérivables.

1. Montrer que I'application f — ||f]| suivante est une norme sur E

1
1, 2
IFIl = 1£ )1 + (f; (F' (x))2ax ).
2. Montrer que ||. || est plus fine que la norme ||. || de la convergence uniforme sur [0; 1].

3. Les normes ||. || et || ||« sont-elles Equivalentes ? Justifier votre réponse.

Indication.

On pourra utiliser la suite de fonctions f;, définie par f,(x) = Sm;mx).

Solution Exercice 10

Soit E = C1([0; 1]) I'espace vectoriel (réel) des fonctions f : [0;1] — IR une fois continument
dérivables.

LA = £ + (7 G2az)’

Comme f € C1([0; 1]), alors f' et par conséquent (f")? est continue sur [0; 1], et donc (f")? est
intégrable sur [0; 1].

Ceci montre que I'applications f = ||f]| est une application bien définie sur E = C1([0; 1]).
(a) Séparation. Soit f € C1([0;1]):Ona:

1

1 2
um=o$vmw%ijWM>=o
0
F(0)] = Ot £(0)] = 0et
1 .
([ rwya) =0 |, 0r@ya=o
0

|f(0)] =0et |f(0)] = 0et _
:>{f’(x)=0,Vx€[0;1]:>{f=const, Vx € [0; 1] =f=0
(b) 'homogénéité.

Soienta € IR, et f € C1([0;1]), nous avons
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[uy

1 2 2
lafll = 1af)(0)] + ( f ((@f) @) dx>
0

1

1 , \2
= |allf(0)| + <a2f (f'() dx)
0

= |al {If(o)l + ( j l(f’(x))def}

= lalllfll

(c) Inégalité triangulaire. Soit f, g € C1([0;1]).On a:

Juny

1 2
If +gll = 1(F + DO + ( j ((f + g)'<x))2dx>
0

1

1 2
=f(0) + g0 + <f (f'(0) + g’(x))2>
0

1

1
1 3 1 2
< If(O]+1g(0)] + <f (f'(x))zdx> + <f (g’(x))zdx>
0 0

=[£Il + ligll
Conclusion. ||. || est une norme sur E:
2. Montrons que :
Ja > 0telqueVf €E: ||flle < allfll.

Soit f € C1([0;1]),0na:
f0) = f© + [ f©ar,vxe [0;1];
0
d’ou

lfGl < 1f (0] +

X
f f'(t)dt
0
appliquons I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

1 1
FCOI < 1F )] + ( j dt)z ( f (f'(X))de>2
0 0

1

= 1f(0)] + &( f x(f’(x))zdx>2
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1

X 5 2
<@+ <J (f ) dX> ,Vx € [0;1];
0
Ainsi Vx € [0;1], [fCOl < IfIl, dou lIflle = z[lég]lf(X)l < lifll

Ce qui montre que ||f|| est plus fine que ||f | .

3. Considérons la suite de fonctions f;, définie par

sin(mnx)
fal@) =———
Montrons que
A
lim f—n =+
n-0 || fo llo

Pourtoutn>1,f, € E;et

1

1 2 2
Il = |fn<0)|+<j () dx>
0

Juny

1

L 2 11 4cos(2nx) \2 =
=0+m cos’nxdx | =m - T dx| =—
0 0 2 V2
Et,
sinfnx)| 1
Ifallo = su <-,vn>1
fn xe[Og] n n
D’ou
! >nvn=>1
=Zn,vn =2
Il oo
Par conséquent
is
M =2n—,Vn=>1
Iflle — V2
Donc
LR
n-0 || flleo

Ceci montre que ||f|| n’est pas plus fine que ||f]|. Donc les deux normes ne sont pas équivalentes.
Exercice 11

Soit E = C2([0, 1], IR). Pour f € E, on pose N(f) = [, |f(t)| dt,



Hameida Ali et Memou Ameur
107

N'(F) = IF )] +J, If'(®)] dt
et
N'(f) = IfO)] +If O + J, If (©)] dt.

Montrer que N, N'et N' sont des normes et les comparer.

Solution de I'exercice 11

¢ |l est connu que N est une norme sur E.
e Montrons que N’ est une norme sur E.

(1) N est une application de E dans IR, car pour f dans E, f' est continue sur le segment [0, 1] et
donc f” est intégrable sur le segment [0, 1].

(2) Soit f € E.SiN'(f) = 0alors f(0) = 0et f' = 0 (fonction continue positive d’intégrale nulle).
Par suite, f est un polynéme de degré inférieur ou égal a 0 tel que f(0) = 0 et on en déduit que

f=o0.

(3)Vf € E,VA€E IR,

1 1
N'(2f) = |2f(0)] +JO IAf"(®)]dt = |/1|<|f(0)| +JO JHO] dt) = |AN'(H).

(4) Soit (f, g) € E2.

1 1
N'(f +9) < If(0)] +19(0)] +JO JHO] dt+J0 lg'(®ldt = N'(f) +N'(9).

Donc N’ est une norme sur E.

)

* Montrons que N’ 'est une norme sur E. On note que

VfEEN (f) =1f(0)] +N'(f)
et tout est immeédiat. Ainsi
N, N’ et N’ 'sont des normes sur E.

e Soit f € E et t € [0, 1]. Puisque la fonction f” est continue sur [0, 1]

t 1
<IFO)] + jo )] du < [£(0)] + jo F @ du = N'(F)

If@®| = |f(0)+J0f’(u) du

et donc

1 1
N(f) = jo F(O)] dt < jo N'(F) dt = N'(F).

Ensuite en appliquant le résultat précédent a f’, on obtient
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N'() =1fO] +N) < [fO)] +N'(f) =N ().
Finalement
Vf €EN(f) <N'(f) =N (f).

Pourn € IN et t € [0,1], on pose f,(t) =t".

1

1
N(fn)=JOt dt:m

et donc la suite (f;,)ne; v tend vers 0 dans I'espace vectoriel normé (E, N).

Par contre, pourn > 1,

1
N'(f,) = nJ t"ldt=1
0

et la suite (fy, )nes v Ne tend pas vers 0 dans I'espace vectoriel normé (E, N"). On en déduit que les
normes N et N’ ne sont pas des normes équivalentes.

A - t" P
De méme en utilisant f,,(t) = —, On montre que les normes N' et N’ 'ne sont pas équivalentes.

Exercice 12

Soit M un espace métrique compact et C; (M) I'espace vectoriel de fonctions continues a
valeurs dans IK définies sur IR . Alors I'application ||. ||: C; k(M) — IR définie par

Il = sup{lf()|:x € M}, Vf € Cx(M)

est une norme sur C; k(M) appelée norme usuelle sur C; (M) .

Solution de I'exercice 12

Soient f,g € C; (M) et soit @ € IK.
@ lIf Il = sup{lf():x e M} =0
(i ) Si f estla fonction nulle alors f(x) = 0, Vx € M etdonc ||f|| = sup{|f(x)|:x € M} = 0.

Inversement, si || f|| = 0 alors sup{|f(x)|:x € M} = 0donc f(x) =0, Vx € M et par suite f est
fonction nulle.

(i i Nous avons
lafll = sup{laf(x)|:x € M} = |a|sup{|f (x)|:x € M} = |a|l|f||.
(i) Siy € M alors
F+ DD < IfDI+ IFMI< NIl + gl

et par suite

108

la
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If + gll = supll(f + @) |:x € M} < If1l + gl

Exercice 13

(a) Démontrer que le produit scalaire dans un espace normé X peut étre récupéré a partir de
I'identité de polarisation :

[Alx + 2117 = llx = ylI2) = illlx + iyll? = llx = iylI2)].

1
4

(x; y) =

(b) Démontrer qu'un espace normé est un espace préhilbertien si et seulement si la norme
satisfait la loi du parallélogramme :

lx + ylI2 + llx — y1I2 = 20l + Iy lI*).

Solution Exercice 13.

(a) Pour le cas réel, I'identité de polarisation est
1 2 2
G yy =2+ ylI* = llx =ylI%) = (%)
Nous utilisons la symétrie du produit scalaire et calculons le membre de droite de (*) :

Kx+y;, x+y)—(x—y; x—y)]

NI

1
7 (lx + 12 = e =yII?) =

[{x; y)+(y; )] = {x; y).

N =

Pour le cas du corps complexe, nous développons a nouveau le membre de droite, en utilisant la
relation que nous venons d'établir :

[Alx + y112 = llx = ylI?) — illx + iyll* = llx = iyll*)]

NI

~ 2l i)+ Gy )]

N =

[Cx; y) + (v )]

R S P LA L
—Zx,y Zx,y Zy,x Zy,x

=(x; ¥).
(b) i) Si la norme provient d'un produit scalaire, alors on a
lx +ylI2 = llx —yll? = (x+ ¥ x+y)+{x—y; x = y)
= 2(x; x)+ 2{y; y) + (6 ¥) + 5 x) — x5 y) —(y; x)
= 2([lxll? + llylI».

ii) Supposons maintenant que la norme satisfasse la loi du parallélogramme.
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Supposons que le champ est C et définissez le produit interne via I'identité de polarisation de la
partie (a). Six; y:z € X, nous écrivons
y+z y-—z y+z y-—z

2+2;x+z=x+2 >

x+y=x+

et nous avons
1 2 2 2 2
o)+ z) =2 (lx + 15+l = ylIP = llx = yl1* = llx = 211

+o (Ul + iyl + llx + izll? = llx = iyll? = llx — izl|*)

2 2 2 2
1 +z +z +z -z
== ”x + 22+ ”y— — ”x SEpALY| g ”y—
2 2 2 2 2
. 2 2 2 2
L .y+z .y+z .y+z .y—Z
-z ||x+ly—|| +||ly— —”x—ly— —”ly—
2 2 2 2 2
2 2 2 2
1 +z +z -z +z
2 2 2 2 2
. 2 2 2 2
i .y+z .y+z .y—z .y+z
-z ||x+1y—|| +||ly— —”ly— —”x—zy—
2 2 2 2 2

= i(llx +y+zIIP + lIxl? = llx = & + 217 = lIxI1*)

—i(llx +i(y + DI + llxl1? = llx = i(y + 21 = llx]I*)
=(x,y + 2).
Ceci est valable pour tout x ; y; z € X, donc, en particulier,
(x; ny) =n(x; y)pourn € IN :
Et il satisfait aussi
(x; ry) =r{x; y)pourr € IQ :

De plus, toujours par l'identité de polarisation, on a
1 i
(i ty) =2l + iyll? = llx — iyll*) — 7 Ulx = ylIZ = llx +ylI*)
= i{x; y):
En combinant ces résultats, nous avons
(x; ay) = alx; y) poura € IQ +ilQ :

Or, sia € C, par la densité de IQ + iIQ dans IC, il existe une suite (a;) dans IQ + ilQ convergeant
vers «. |l s'ensuit que

(x; ay) = alx; y)poura € IC :
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Ainsi I'application (.;.) est linéaire.
Puisque [[i(x — iy)Il = llx — iyll, ona
(v; x) ={x y);

Et
1 2 ; ; 2 2 2 2
(x; x) =Z(||ZXI| )_Z(ll + illlxll® =11 == llxll?) = llx]* :

Cela montre donc que la norme est induite par {.;.) et qu'il est également défini positif, et donc c'est
un produit scalaire.

Exercice 14
1) Prouver les inégalités suivantes, pour tout a,b € C
(a) 2|al|b] < |al? + |b|?
(b)la + b|* < 2(lal® + |bI?)
2) a) Montrer que [?est un espace vectoriel et que
sia={ay},b ={by} € ?, alors {a,b,} € I*
b) Montrer que I'application{.,.): 1> x 1> — IK définie par
v{an}, {bn} € 2, {f,9) = X351 anbn

est un produit scalaire sur 1? .

Solution de I'exercice 14

1) (a) U'inégalité se déduit de

0 < (lal = [bD? = |al|* - 2|al|b] + |b|?
D’ou

2lallb| < |al? + |b|?

(b) la+b|> = (a+b)(@+Db) = lal? +ab + ab + |b|?

< lal® + 2]allb| + |b|* < 2(lal® + |b]?)
d’apres I'inégalité (a)
2) a) Nous montrons maintenant que [? est un espace vectoriel. Soient

x={x,},y={m} €L’ eta € 1K
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Alors

[00) oo
D laxyl? = [al? ) | l? < o
n=1 n=1

d’ou ax € 2.
De méme, pour toutn € IN
| + ynl? < 2(|x,]% + |y,]?) , (d'apreésl’inégalitéb))

d’ou
Dl a2 <2 ) (al® + ) < o0
n=1 n=1

Et par suite (x + y) € [2 . Ainsi, [? est un espace vectoriel.

De plus, par I'inégalité (a),

[00) 1 oo
D gl <5 ) (al? + ) < 0
n=1 n=1

donc x,y, € I*

Comme x,,y,, € I il en résulte que la formule (x,y) = Yo, x,,J,, est bien définie.
Nous vérifions maintenant que cette formule définit un produit scalaire sur [2.

() {x, x) = Zrglxal? 2 0

(b) Si{x,x) = 0 alors Yoo, |x,|?> = 0 etdoncx,, =0, Vn € IN . Ainsix = 0
Inversement, si x = 0 alors x,, = 0, Vn € IN et donc (x,x) = 0.

(c) ( ax + IByv Z) = :le(axn + Byn)z_n

= az xnz‘n+[32ynz‘n =a{x,2)+ (v, 2)

n=1 n=1

(d) (%, ¥) = Zonz1 XnVn = Lot XnVn = (¥, %)
Exercice 15
Supposons que X soit un espace linéaire avec un produit scalaire {.;. ).

Si x, —2x et y, 2 montrer que (x,,, yn)n_)—O)o (x,y)

Solution Exercice 15.

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et triangulaire, on a
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| (xn, yn) = oM < e = 2, 30| + 106,y — )
< e = xlHlyn I+ Tl Ty = ¥l
< llxn = xll{lyn = 11+ 1y 1D + lxlHly, — I
< lloen = xlHllyn = ¥ll + N3 = xly Il + Iy = ¥l
Puisque |[x,, — x|| ——" 0 et |y, — yll —2 0, on voit que
(tn, yn) — (x,y)

Exercice 16
1) Soient X et Y des espaces vectoriels sur IK et soit Z = X X Y le produit cartésien de X et Y.
Si||. ]I, est une norme sur X et ||. ||, est une norme surY, alors

Gz = llxlly + llyll2
définit une norme sur Z.
2) Soit X un espace vectoriel de norme ||. ||, et Y un espace vectoriel de norme ||. ||,.
Soit Z = X X Y muni de la norme indiquée le 1). Soit {(x,, yn)} une suite dans Z.

(a) Montrer que {(x,, ¥,)} converge vers (x,y) dans Z si et seulement si {x, } converge vers x
dans X et {y,} converge vers y dansY.

(b) Montrer que {(x,, y,)} estde Cauchy dans Z si et seulement si {x,} est de Cauchy dans X
et {y,} est de Cauchy dans Y.

3) Soit X un espace de Banach de norme ||. ||, et Y est un espace de Banach de norme ||. ||,.
Considérons Z = X X Y, muni de la norme définie dans le 1).

Montrez que Z est un espace de Banach.

Solution de I’exercice 16

1) Soit (x,y), (u,v) € Zetsoita € IK.
@) Iz = llxlly + llyllz = 0.
(b)Si(x,y) =0alorsx =0ety = 0.D'ou ||lx|l; = |lyll, = 0etainsi [|(x, y)||; = 0.
Inversement, si || (x, y)||; = 0 alors ||x|]|; = [|yll, = 0.Doncx = 0ety = 0etdonc (x,y) = 0.
() llaCe, Wz = ll(ax, ay)llz = llaxlly + lleyll,

= lalllxlly + lalllyllz = lalllGe, y)llz.

(d) [, ) + w0l = lIx +u,y + v)llz = llx +ully + [y +vll,
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< lxlly + flully + lyllz + llvllz = 1Ge, )11z + 1w, )12

2) Soit e > 0.
(a) Supposons que {(x,,yn)} converge vers (x,y) dans Z. Alors il existe N € IN tel que

Gn =%, yn =Pz = lGn, yn) = (%, ¥)lz < €,quandn = N
Alors
xn = xlls < lGxn =2, yn =Mz < €
et
lyn = yllz < IGn =%, y0 =Wz <€,
quandn = N . Donc {x,,} converge vers x dans X et {y,} converge versy dansY.

Inversement supposons que {x,} converge vers x dans X et {y,} converge versy dans Y, alors ils
existent N;, N, € IN tels que

€
lIxn — x[, < > quandn = N,
et
€
lyn —¥ll2 < > quandn > N,

Soit N, = max{N,, N,}, alors

lGxn, yn) = Co Wz = lGxn = %,y = Iz

= lxp — xlly + llyn — yll2 < ¢,
quandn = N,. Donc {(x,,yn)} converge vers (x,y) dans Z
(b) Supposons que {(Xy,¥n)} est de Cauchy dans Z. Alors il existe N € IN tel que
1Gn = Xm, ¥ = ymllz = 10, yn) = G, ym)llz < €, quand m,n = N

Alors

lIxn — Xmlls < 1 = X, yn —ym)llz < €
et

llyn = ymllz < In = X, yn = ymlllz < €,
quandm,n = N . Donc {x,,} est de Cauchy dans X et {y,} est de Cauchy dansY.

Inversement supposons que {x,} est de Cauchy dans X et {y,} est de Cauchy dans Y, alors ils
existent N;, N, € IN tels que

€
Ixn — X ll1 < > quandm,n = N,
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et
€
”yn - lelz < E quandm;n =N,

Soit N, = max{N,, N,}, alors

lGxns ¥n) = Koo Yy llz = [0 — X, Y1 = ym) Iz

= lIxn = Xmlly + llyn —ymll2 <€

quand m,n = Ny. Donc {(xX,,yn)} est de Cauchy dans Z
3) Soit {(x,, ¥n)} une suite de Cauchy dans Z.
Alors {x,} est de Cauchy dans X et {y,,} est Cauchy dans Y d’apres la question 2) b).
Comme X et Y sont des espaces de Banach, {x,} converge vers x € X et {y,,} convergeversy €Y.
Donc {(x,, ¥,)} converge vers (x,y) d’apres la question 2) a). Donc Z est un espace de Banach
Exercice 17

1) Soit X et Y des espaces préhilbertiens avec des produits scalaires ., . ), et {.,.),
respectivement, et soit Z = X X Y 'espace de produit cartésien . Alors I'application

(.,.)1Z x Z — IK définie par {(u,v), (x,y)) = {u,x); + (v, y),
est un produit scalaire sur Z.

2) Supposons que X et Y soient des espaces de Hilbert avec des produits scalaires
(.,.)1 et (.,.),, respectivement, et Z = X X Y est I'espace produit cartésien, le produit
scalaire étant celui défini ci-dessus . Montrer que Z est un espace de Hilbert.

Solution de I'exercice 17

1) i) Pour tout (u,v) € Z
((wv), (W, v)) =(wu) +(v,v); 20

Car(u,u); = 0et{v,v), =0
ii) *) Pour tout (u, v) € Z, nous avons

((u,v), w,v)) =0 = (uw,u); +{(v,v), =0
Et comme (u,u); = 0et(v,v), = 0alors {u,u); =0et{v,v), =0
Doncu = 0 et v = 0 c’est-a-dire (u, v) = (0,0).
*) Inversement si (u, v) = (0,0) alorsu = 0 et v = 0 donc (u,u); = 0et(v,v), =0

D’ou
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((w,v), W, v)) = (u,u}y +(v,v);, =0
iii) Pour tout (u,v), (x,y), (Lk) € Zeta,B € IC
(a(w,v) + B(x,¥), (LK)} = ((au + Bx, av + By), (1, k))
(au + Bx, 1)1 +(av + By, k), = alu, )1 + B{x, 1)1 + alv, k), + By, k),
= a((u, D1+ (v, k)2) + B(x, D1 + (¥, k)2)
= a((w,v), (k) + B{(x, y), (1, k))

iv) Pour tout (u,v), (x,y) € Z

((w,v), (e, y)) = (u,x); +(v,y)2 = {x,u); +{y,v);

= (x,ul + (¥, v)2 = ((x,¥), (W, v))
Remarque

Il convient de noter que, bien que les définitions ci-dessus et celle de I'exercice précédent (exo16 )

soient naturelles, la norme induite sur Z par le produit scalaire ci-dessus a la forme /[|x||? + [|yll3
(ou [I. 111, II- I, sont les normes induites par les produits scalaires (.,.); et (.,.),), alors que la norme
définie sur Z dans I'exercice précédent (exo16) alaforme ||x||; + llyll; .

Ces deux normes ne sont pas égales, mais elles sont équivalentes

[ En effet,

exercicd41)b)
)

lll? + Iyl < Cllxlly + llyll2)? < 2(11xl1 + 1y N1

/lellf +Iylz < llxlly + Iyl < v2 /lellf +iyllZ 1

2) D’apreés 'exercice précedent (exol6) Z est un espace de Banach par rapport a la norme

c’est-a-dire

Gz = lxlly + [yl

Et comme la norme induite par le produit scalaire
((w,v), (x,¥))z = (w,x) + (v,¥)2

qui est définie par +/||x]|? + ||y||3 est équivalente a la norme
NGz = lxll + lyll,

Alors Z doit également étre complet par rapport a la norme induite.
Et par suite Z est un espace de Hilbert.

Exercice 18
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Considérons I'espace
P = {(x4,..., Xp,...)ix; €IC,Vi €INet Yp_q|x,|P < oo}

Montrer que si 0 < p < 1 alors [P est un espace vectoriel linéaire mais I'application

”X”p = (Zn |xn|p);

n'est pas une norme pour [P,

Solution Exercice 18.

Rappelez-vous que six = (xq; X2;...); ¥V = (¥1; Vo;...) E P eta € IC alors

x+y= (X1 +y,x + Yy, ...)etax = (axq; axy;...):
Il est clair que ax € [P. Nous montrons que x +y € IP. Pour t = 0 il n'est pas difficile de voir que

1+4+)P<1+tP,0<p <1
Cela implique que
(a+b)?<aP+b?, 0<p <leta,b=0.
Par suite,
lx +yliz < llxllz +lIyllz .

Puisque ||x||5 et |ly]|5 sont bornés, ||x + V|5 est borné. D'ou x +y € IP.
Pour montrer que ||. |[,, n'est pas une norme pour [P, prenons un exemple :
Six= (1;,0;..)ety = (0;1;0;...) alors

xll, = llyll, mais |[x + v/, puisque -

ar suite,
llx + yll, > llxllp + llyll,.
Exercice 19

Montrez que [P; 1 < p < o muni de la norme

”X”p = (Zn |xn|p);

est un espace de Banach.

Solution Exercice 19.
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Soit x = (x(l) x,((l), ..)pouri = 1,2,...une suite de Cauchy dans [?. Alors

|| x® — x(j)||p - 0quandi,j - oo.

Puisque || x® — x(j)“p = |x,((i) (’)| pour tout k, il s'ensuit que

|xl(€i) (1)| — 0 pour chaquek quandi,j - oo.

Ceci nous dit que la suite (x,((i)) est une suite de Cauchy dans IK, qui est complet, de sorte que (x,((i))

converge vers x, € IK quand i — oo pour chaque k.
Soit x = (xq, ..., X, --. ). Nous allons montrer que
(%) || x® — x||p — 0quandi —» o etx € [P.
Etant donné € > 0, pour tout M € IN, il existe N € IN tel que
1/p

M e
. Y . YY)
(Z |x,((l) —x,E]) ) < (2 |x,((l) —x,E]) ) <e, sii;j >N
k=1 k=1

Faisant j — oo, pouri > N on obtient

M
(%) (2 |x,(f) —xk|p> < €.

S

Par I'inégalité de Minkowski,

1

() = (G- By
(21:1: (zv)_xkp> <Z| |>
<e+ <Z| ) )

Faisant M — oo, puisque la derniere somme est finie, on voit que

=

IA

Cela montre que x € [P. Enfin faisant M — oo dans (**), pour i > N on obtient
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Juy

0 _ _ N O L P
|| x x||p = |xk xk| <e€
i

=1
Cela montre que x® — x dans [P comme requis.
Exercice 20

Soit S un ensemble non vide et X un espace de Banach sur IK. Soit F;, (S, X) le sous-espace
linéaire de F (S, X) de toutes les fonctions f: S — X telles que I'ensemble {||f(s)]||: s € S} soit
borné.

1) Montrer que F}, (S, X) a une norme définie par

Iflly = sup{llf (HII: s € S}.

2) Montrer que F,(S,X) est un espace de Banach.

Solution de I’exercice 20

1) Soit f,g € F,(S,X) etsoita € F.
@ llfllp = sup{llf()ll:s € S} = 0.
(b)Si f = 0alors (s) =0, Vs €S, desorte que ||[f(s)|| =0, Vs € S etdonc |||, = 0.
Inversement, si [|f]l, = 0, alors ||f(s)]l = 0,¥s € S.Alors (s) =0, Vs € Setdonc f = 0.
() laflly = sup{llaf ()l : s € S} = sup{lalllf(s)ll : s € S}
= lalsup{llf ()l : s € S} = |alllf]l.
(d) Nous avons
If+ DN < fF O+ gl < Nfllp + llglls,  VseS
If + gllp = sup{ll(f + Dl :s € S} < IIfll, + llgll
2) Soit {f,,} une suite de Cauchy dans F;, (S, X) et soit € > 0. Il existe N € IN tel que
Ifn — finlly <€, quandn,m > N
Pourtouts € S
1fn($) = fn(ON < lfo = fulls <€, quandn,m >N
Il s’ensuit que {f,,} est une suite de Cauchy dans X.
Comme X est complet, alors {f,,(s)} converge, nous définissons donc une fonction
f:5 = X par f(s) = lim fu(s)

Comme ||f,,(s) — fin(s)|l < € pourtout s € S quand n,m > N.
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En prenant la limite quand m tend vers I'infini, nous avons || f,,(s) — f(s)|| < € quandn > N.
Donc
IfF I < €+ lfa(sHI < e+l
quandn > N pour tout s € S.
Par conséquent, f est une fonction bornée, donc f € F;, (S, X) et

lim f, = fcar |lf, — fll, <€ quandn > N.
n—-oo

Donc F, (S, X) est un espace de Banach.
Exercice 21

Soit X un ensemble. On note B(X, IR) le IR — espace vectoriel des fonctions bornées de X dans
IR. On norme B(X,IR) en posant

vf € BIX,IR), lIfIl = suplf(x)|

xX€X

Montrer que B(X, IR), muni de cette norme, est un espace de Banach.

Solution de I'exercice 21

Rappelons qu’un espace de Banach est un e. v.n complet.

La preuve de la complétude d’un espace métrique est hyper classique. On procéde comme suit :
(i) On considére une suite de Cauchy, et on construit sa limite éventuelle,

(ii) On vérifie qu’elle appartient a I’ensemble de départ,

(iii) On montre que la suite de Cauchy converge bien vers cette limite éventuelle.

(i) Soit (f;,) une suite de Cauchy de B(X, IR). Fixons x € X. Pour p,q € IN, I'inégalité
|fp(x) - fq(x)| < Sg?'fp(x) - fq(x)| = “fp _fq”
X

Implique que (f,, (x)) est une suite de Cauchy dans IR . Comme IR est complet, la suite (f;,(x))
converge.

Notons f(x) sa limite.

(ii) L'application f: X — IR ainsi construite vérifie f(x) = lim f,(x) pour tout x € X.
n—oo

Montrons que f est bornée.
La suite (f;,) étant de Cauchy, elle est bornée. Ainsi, il existe M > 0 tel que ||f,,|| < M,vn € IN.

Six € X,ona|f,(x)| < M,Vn € IN, donc en passant a la limite, on obtient | f(x)| < M.
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Ceci étant vrai pour tout x, f est bien bornée, i.e. f € B(X,IR).
(iii) Montrons maintenant que (f;,) tend vers f dans B(X, IR).
Soite > 0, il existe N > 0 tel que pour toutp,q = N,on a ||fp - fq” <e.
Ainsi, si on fixe un élément x quelconque de X, on a
Vo2 NYg 2N, |00 -] < - fill <e

En fixant p dans I'assertion précédente et en faisant tendre g vers I'infini, on en déduit linégalité
|fp(x) — f(x)| < €. Ceci étant vrai pour tout x € X,on a ||fp — f|| <e.

Ceci estvrai Vp = N, donc (fp) converge vers f.
Finalement, toute suite de Cauchy (f;,) de B(X, IR) converge, donc B(X, IR)est complet.
Exercice 22
Soit
S ={{x,} € 1%: 3N € IN tel que x, = 0,vn > N}

de sorte que S est un sous-espace linéaire de 1> constitué des suites n’ayant qu’un nombre fini
de termes non nuls.

Montrer que S n'est pas fermé.

Solution de I'exercice 22

Six = (1,%,%, ) alorsx € [? \ S. Pour chaque n € IN, prenons x,, = (1,%,%, ...,%, 0,0, ... )

Alors x,, € S et

=l = (00,0 = )= ()
X —xupll” = e L Y = X

D’ou lim ||x — x,|| = 0 etainsi lim x,, = x. Donc x € S\S et donc S n'est pas fermé.
n—-oo

n—-oo

Exercice 23
Trouver la norme de chacun des opérateurs linéaires suivants
(a) L'opérateur d'identité sur un espace linéaire normeé.
(b) L'opérateur nulle de B (V; W).
(c) L'opérateur projection de coordonnées
M Vi X Vo, - Vi, (k= 1,2)

(ug, up) = m(ug, up) = ug (k =1,2)
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ou V; et V, sont des espaces linéaires normés non triviaux (c'est-a-dire des espaces linéaires
normés contenant des vecteurs autres que le vecteur nul).

Solution de I'exercice 23

(a) soit
LV - |4
x - Ix)=x
Alors
Il = sup{llLxll: llx|l = 1} = sup{llx|l: lIx|l = 1} = 1
(b) Soit
0:V - w
x - 0x)=0
Alors

01l = sup{llox|l: llx|]| = 1} = sup{0} =0
(c) On suppose k = 1, (le cas k = 2 est semblable).

SoithVl,xthetu:”i—”.

Puisque [[(w, 0)|[; = llull + [[0]| = |lull = 1, on voit que
Iy Il = sup{limy Gey, 2= Gy, 2201l = 13

= [l (u, Ol = flull = 1.
D’une autre part, puisque
7y Cer, 221 = Nl | < 1[Gy, x2) |1 pour tout (x4, x5) € Vi XV,
il découle de la définition de la norme d’un opérateur que || || < 1. Ainsi ||, || = 1.
Exercice 24
Soit T: IR? — IR® défini par

T(x,y) = 3x +y,x —3y,4y).

(a) Montrer que T est une transformation linéaire bornée c’est-a-dire T € B(IR?,IR3).

(b) Trouver la norme de T.

Solution de I’exercice 24

(a) Il est facile de voir que T est linéaire. Montrons que T est bornée, en effet

Pour tout (x,y) € IR?
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ITCx, Il = [13x + y, x — 3y, 4yl
1
=(Bx+y)*+ (x—3y)*+ (4y)?)z

= (10x2 +26y%)7 < VZ6(x? + y2)2 = V26l (x, )l
Ainsi la transformation linéaire T est bornée.
(b) Nous avons déja
ITNI < V26l Ml Y(x,y) € IR,

Puisque ||T|| est défini comme étant le minimum de I'ensemble de tous les nombres M tel que

ITx NI < V26l I, Vxy) € IR?,
et puisque V26 est I'un de ces nombres, nous avons que ||T|| < V26 €))

D'autre part, nous savons que [|T|| est le supremum de I'ensemble de tous les nombres ||Ty|| ouy
est un vecteur unitaire. Puisque (0, 1) est un vecteur unitaire et que

nousconduonsque

ITIl = V26 (2)
Les conditions (1) et (2) impliquent que ||T]| = V26.
Exercice 25
Soit X = (C[a, b], IR). Définissons T: X — IR par
Tf = J fx)dx

Montrer que T € B(X,IR) et trouver ||T||.

Solution de I'exercice 25

Soient f,g € X et a € IR, alors
b
1 +9) = [ (£60 +g)ax

b b
=J f(x)dx+J gxX)dx=Tf +Tg

Et

b b
T(af) = J (af(x))dx = aJ f(x)dx = aTf

a
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Ainsi T est linéaire. Si f € X, alors

b b
ITfl = < j FGOldx < j Iflldx = (b — lIfll

be(x)dx

Ceci montre que T est bornée et que ||T]| < b — a.

Soit maintenant g(x) = 1 pour tout x € [a, b] alors g est un vecteur unitaire dans X, (||glle = 1)

etTg = f;g(x)dx =b—a.Onconclutque |[T||=b—a.

Et par suite ||T|| = b — a.

Exercice 26

Soit (c]-);fc’:1 une suite de nombres complexes. Définir un opérateur D sur [? par
Dx = (c1xq; Cpxp; ...) pourx = (xq; xp; ...) € [2.

Montrer que D est borné si et seulement si (¢;)72, est bornée, et dans ce cas

IDIl = sup|c|-
J

Solution Exercice 26.

e Supposons que (¢;)j=, est bornée. Soit M = sup|c]-| < 1. Alors
J
1 1
[ 2 [ 2
2 2] 2
ol = Y leml* | ={ D Il
j=1 j=1
1

2 2 2
<( > mlyl* ) =m( Y lwl*) =Ml
Jj=1 j=1

Par suite, D est borné et ||D|| < M.
e Supposons que D soit borné. On veut montrer que (c]-);?":1 est bornée.
Considérons le vecteur e; = (0,0, ...,0,1,0, ...) ou le nombre 1 apparait a la j — ieéme coordonnée.
Clairement ||e]-|| = let ||De]-|| = |cj| pour toutj = 1,2, ...
Puisque D est borné,
|c]-| = ||De]-|| < ||D|| pourtoutj = 1,2, ...

Donc (¢j)j=; est bornée et M = sup|c]-| < |ID]|. Enfin ||ID]| = M.
J

Exercice 27
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Soient (X; ||. |I) un espace de Banach et T: X — X un opérateur linéaire. On définit I'application
Il llz: X — IR™; x = lxllz = llxll + TGl
1. Montrer que ||. || est aussi une norme sur X.
2. Montrer que :
(T borné) & (|I.ll et ||. ||+ équivalentes).
3. On suppose maintenant que T est borné.

Montrer que I'espace (X; ||.||) est aussi un espace de Banach.

Solution Exercice 27

1) Soient x, y et z des éléments quelconques de X et A € C. On a alors

Ixlly = 0 & llxIl + IT Gl = 0

& (llxll =0et [Tl =0) & x =0.
D’autre part, pour tout x € X,
IAxll7 = Il 2]l + [IT (AN = [| x| + 12T Cx) |l
= Al xll + ATCON = A0 x| + 1T COID = Allxll 7
De plus
lx +ylir = llx + Il + [ITCe + Il = llx + yIl + TGO + T
< lxll + yll + NIT Ol + NT OO
= (llxll + IT D + iyl + ITGHID = llxllz + llyllz

2) (=) Supposons que T est borné, alors, 3IM > 0 tel que, pour tout x € X,

ITCOIl < Mlx|l
donc
Il < llxllz = llxll + IT GOl
< llxll + Mllxll = (1 + M)l
C'est-a-dire
llxll < llxll 7 < (1 + M) |Ix]]
D’ou |.|| et ||. || sont équivalentes.

(<) Supposons que ||. || et ||. || sont équivalentes, donc 3a, B > 0, telles que

allxll < llxllz = llxll + ITCONl < Blixll,  vxeX
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Il est clair que

ITCOI < llxllr < Blixll,  vxeX
Et donc I'opérateur T est borné.
Comme T est borné, les normes ||. || et ||. || sont équivalentes, alors
(x,,) de Cauchy pour ||. || = (x,) de Cauchy pour ||. ||

= (x,,) converge pour ||.|| -car (X, ]||.]l) est de Banach -
= (x,,) converge pour ||.||; -car|. || et]|. |l sont équivalentes —

Ainsi (X, ||. || ) est de Banach.
Exercice 28
Soit (C[a, b], IR) I'ensemble des fonctions continues de [a, b] dans , a,b € IR.
Définissons T: (C[a, b],IR) — IR par

Tf = [} f(x)dx, Vf € (Cla,b],IR)
a) Montrer que T € B((C [a,b],IR), I R) c’est-a-dire T est un opérateur linéaire borné.

b) Trouver ||T||.

Solution Exercice 28

Soient f,g € (Cla,b],IR) et a € IR, alors

b b b
1 +9) = [ (0 +g@)ax = | feaax+ [ goaax =11 +7g

Et

b b
T(af) = J (af(x))dx = aJ f(x)dx = aTf

a

Ainsi T est linéaire.

Si f € (Cla,b],IR), alors

b b b
Tfl = j F(dx| < j FGOldx < j Iflledx = (b — lIfll

Ceci montre que T est bornée et que ||T|| < b — a.

Soit maintenant g(x) = 1 pour tout x € [a, b] alors g est un vecteur unitaire dans (C[a, b], IR),

(lglle = 1) etTg = f;g(x)dx =b —a.Onconclut que ||T|| > b—a.

Et parsuite ||T|| = b — a.
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Exercice 29
(a) Si x = (xq, X3, X3, X4, ... ) € I%, montrer que
y = (0,4xq, x5, 4x3, Xy, ... ) € I?

(b) Soit T: 1? - 12 un opérateur linéaire défini par

Montrer que T est continu.
(c) Trouver la norme de T.
(d) Trouver T?.

(e) Calculer ||T?|| et comparer la avec ||T||?.

Solution Exercice 29

(a) Nous devrons montrer que
” (0,4.7(:1, x2I 4X3, x4»i )”% < 0o,

Nous avons

100,41, x2, 4%3, %4, . )|5 = 16031 |2 + |x5]% + 16]x3|2 + |x4]% + -

< 16Z|xn|2 <o
n=1

car {x,,} € I2. Et donc (0,4x,, X,, 4X3, Xy, ...) € 2.
(b) T est continu car
IT {3 = 1100421, x5, 463, xa, - DIF < 1611{x, 3115
(c) Dans la solution de (b) nous avons montrer que
IT{xn 315 < 16l1{x, 315
Donc ||T{x, }l, < 4|l{x,}||, et par suite ||T|| < 4.
De plus [[(1,0,0, ...)||, = 1 et
I7(1,0,0, ..l = 11(0,4,0, .)ll; = 4
Ainsi ||T|| = 4 et par suite ||T|| = 4.
(d) T2 (xxq, %, X3, X4, . ) = T(T(xq, X3, %3, X4, ... )
=T(0,4x, x5, 4x3, Xy, ...)

= (0,0,4X1, 4x2, 4X3, 4X4, )

Vx € 12, T(x) = T(xy,x3,%3, %4, ... ) =y = (0,4%1, X5, 4X3, X4, ...

)

127
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(e) Du résultat de (d), nous avons
IT2 {3113 = 110,0,401, 4x, 4x3, 4x4, .. )13 = 16]1{x, }I3
Et donc ||T?|| < 4. De plus
1(1,0,0,0, ...)|l, = 11(0,0,4,0, ..)|l, = 4
Donc ||T?|| = 4 et par suite ||T?|| = 4.
Et comme ||T|| = 4 d’aprés (c), il découle que
ITII? = 16 # 4 = [IT?]|.
Exercice 30
On considére I'opérateur linéaire
T:C([1; 1]; IR) » L*([1; 1]; IR);
x = Tf() =t [’ fx)dx
1. Montrer que T est bien défini.
2. Calculer ||IT(PIl, ot glx) =1, vx € [-1,1]

3. Calculer la norme de I'opérateur T.

Solution Exercice 30

2. Pour toute fonction f € C([ 1; 1] ; IR), ona

2

IT£II3 =J_11 dt:fltzdt flf(s)ds

1 2
<3(] voas)
20 (M gs) 22 ,
<3 ([ Wias) =Sxarie

8
S < oo

1
t J_lf(s)ds

2

2 1
=§J f(s)ds
-1

L'opérateur T est bien défini.
3. Onad’aprés les calculs précédents

2 1
1ds

IT(IIF =3

2

2 08
= —X = —
3 3
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Par conséquent ||T(g)ll, = \E-

4. Onadonc

4 et

8
Tl < \/; ( liére question)
8
= Tl = —
Tl \/;

8
T (Dl = \/; ( 2iéme question)
\

Exercice 31.

Soit P I'espace de tous les polynémes (d’une variable réelle et a coefficients réels) avec la
norme

Ipll = sup{lp@®)]: —1 < <1}
a) Définir
fiP = IR par f(p) = p (2).
Démontrez que f est une fonctionnelle linéaire non bornée.
b) Définir également
T:P - PparT(p) = p' (ladérivéede p)

et prouver que T est un opérateur linéaire non borné.

Solution Exercice 31

1)Sia; b € IR etp; q € P alors

f(ap + bq) = [ap + bq] (2) = ap(2) + bq(2) = af (p) + bf (@),
et

T(ap +bgq) = (ap +bg)' = a (p) + b(q) = aT(p) + bT(9).
Cela prouve que f et T sont linéaires.
2) Etant donné un entiern > 1, nous considérons le polyndme p (t) = t™.
Notez que ||[p|| = 1. De plus, nous avons f (p) = p(2) = 2™

Donc f n'est pas bornée, car il n'y a pas de constante C telle que |2"| < C soit valable pour tout
n = 1.
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. p e - L . , N InC L
Car si f était bornée, il existe C > 0 telle que Vn = 1, ona 2™ < C c'est-a-diren < % en particulier

InC

InC
1n2

]+2>1onaura n=[
1 n2
entiere de x, [x] < x < [x] + 1).

pourn = [ ] +2< é ce qui est impossible ([x] désigne la partie

3) On note également T'(p) (t) = nt™ Yetdonc||T (p)|l = n.
Donc T est non borné, car il n'y a pas de constante C telle que n < C soit valable pour toutn > 1.
Exercice 32
Définissons T: [® — [ par
T ((x1, 22, %3, ) = 27 xg; 272 (g +x3); 273 (g 425 + x3);5.0.)

Montrer que T est un opérateur linéaire borné T: [ — [! et calculer la norme ||T||.

Solution Exercice 32

T est évidemment un opérateur linéaire. Nous avons, pour tous (x;) € 1%, si (yx) = T ((xx)),

oo

o J
100, =D vl =) 27 ) =
j=1 k=1

j=1

oo ] oo
DY
j=1 k=1 k=1 j

= D b2 < ol Y 27F = 2.1l
k=1 k=1

[e0)
2-J
k

Donc T est un opérateur borné, et ||T|| < 2.

D’autre part, en prenant (x;) = (1,1,1,...) on obtient clairement I'égalité a chaque étape du calcul
ci-dessus

[ 0 J

o ] o]
10D =Y sl = |27 D = D 279 Yl = Yl
k=1 j=1 k=1 k=1 j

(0]

2-J
i k

j=1 j=1

= 2|xk|21-k = 2 217k = 2.
k=1 k

=1

d'ou |IT ((1,1,1,...)Il = 2, etcela montre que ||IT|| = 2.
Réponse : [|IT]| = 2.
Exercice 33

Soit Y = { (x,,) € [*|au plus un nombre f inide x, # 0 }:
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1) Montrez que Y n'est pas complet.
2) Montrer que Y = [1.

Solution Exercice 33

Soit
Xn =(2_1; 272:273, .27 0;0; 0;...).
Alors x1; X3; ... €Y. Nous définissons également
X = (2_1; 272%. 273, ..) € It
(Le fait que x € [* découlede X7_,27% = 1 < +o.)
Noter que
V=10,V .) EL & XX lvp] <+ et vl =272 1|vnl

Nous affirmons maintenant que x,, — x; cela découle de
n—oo

llx, — x|| = ||(0; 0;..;0; 21, p—n=2. )”

= Z 27k =27""—0
k=n+1 n-oow

Notez que x & Y, par la définitionde Y.
Donc par le Théoréme(*) (b), Y n'est pas fermé (en tant que sous-espace de [1).
Par conséquent, d'apres le théoréme (**) ci-apres, Y n’est pas complet.
Montrons que la fermeture de Y c’est [ti.e. Y = (1.
Pour le prouver, soit x = (x4, X5, ...) € [%.
Puis formons la suite y4, V5, ... ou

Vo = (X1, %2, 0, X, 0, ...)

Alors y4,y5,...€Y et y,— x Car
n—oo

[00)
=yl = ) lul — 0.
n—oo
k=n+1

(Preuve détaillée de la derniére affirmation: Soit S,, = X} _ {|x,l.

AlorsS = lim S, = X7¥_,|x,| existe en tant que nombre réel, puisque x = (x,) € 1.
n—-oo

Donc (S,,) est une suite de Cauchy, et donc pour tout € > 0 il existe N tel que |S,, — S, | < € chaque
foisquem = n = N, c'est-a-dire
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m

2 |x,| < € chaquef oisquem = n > N.

k=n+1

Pour n fixé, nous faisons m — co dans la derniéere instruction pour obtenir

oo

|x,| < € chaquef oisque n = N
k=n+1

Mais un tel € > 0 était arbitraire; d'ou nous avons prouvé Al_glo Yrensilxel = 0.)

D'ou par le Théoréme(*) (a), x € Y. Ceci est vrai pour chaque x € [*. D'ou Y = [
Théoréme(*) (Fermeture et ensemble fermé)

Soit M un sous ensemble non vide d’un espace métrique (X, d) et M sa fermeture. Alorson a

c) (x € M)sjetseulementsi(3(x,) € M telle que x,, — x)
n—-oo
d) (M estf ermd sjetseulementsi(si (x,) € M telle que x,, — x alors x € M)
n—oo

Théoreme(**) (Sous espace complet):

Un sous espace M d’un espace métrique complet X est lui-méme complet si, et seulement si
I'ensemble M est fermé dans X.

Exercice 34

1) Montrer que :

(P,Q) = [, P()Q(x)dx,
définit un produit scalaire sur R[X] et Ry [X] pour tout N € N.
2) Montrer que ce produit scalaire fait de Ry[X] un espace de Hilbert.
3) a. Soit

xl.

— n
Montrer que (P,) converge uniformément vers I’exponentielle sur [0,1].
b. En déduire que (B,) converge vers |'exponentielle pour la norme associée a (.. ).

c. La fonction exponentielle est-elle un polynéme. Conclure.

Solution Exercice 34

1) L’application (,,. ) est bilinéaire, symétrique car le produit de réels est une opération bilinéaire

symétrique et par linéarité de I'intégrale. De plus, pour P € R[X] :
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1
(P,P) = JP(x)Z dx =0
0

Et cette expression est nulle si et seulement si P = 0. En effet,
(0,0) =0etsi{P,P)= fOIP(x)2 dx = 0, alors la fonction polynémiale x — P(x)? est continue

positive d’intégrale nulle sur [0,1], donc elle est identiquement nulle sur [0,1]. Le polynéme P a donc
une infinité de racines, ce qui implique que P = 0.

L'application {.,.) est donc un produit scalaire sur R[X] et par restriction sur Ry [X] pour tout N € N.

2) Ry [X] est un espace vectoriel de dimension finie, il est donc complet pour la norme associée au

produit scalaire considéré : c’est un espace de Hilbert. Ceci est faux pour R[X] :

3) a) D’aprés la formule de Taylor avec reste intégral, on a pour tout x € [0,1] et tout entiern = 0 :

X

Jﬂetdt

n!

i

n
e — T
i!

i=0

0

X
< J(x_t)ndt L < °¢ 0
[—— — —
=€l i+ D " (et
0

Ce dernier terme ne dépend pas de x et converge vers 0 lorsque n — +o0, donc P, — exp
uniformément sur [0,1].

b) Pour tout n,

1/2

1
le* — B,ll = j [e* — P,]2dx
0

1 1/2
< j le* —Pl2dx | = lle* = Bylls — 0
0

Lorsque n — +oo, d’apres la question précédente.
Donc P,, converge vers exp pour la norme associée au produit scalaire {.,.).

c) Supposons que la fonction exponentielle est un polynéme P de degré n. La dérivée d'ordren + 1
de exp est donc nulle.

Or la dérivée de la fonction e* a tout ordre est elle-méme : on a donc e* = 0 ce qui est absurde.
La fonction exp n’set donc pas un polynéme.

Ceci montre que R[X] n’est pas complet pour ||. || : R[X] muni du produit scalaire {.,. ) n’est pas un

espace de Hilbert.
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Exercice 35
Soit I'opérateur suivant :
A:C([0,1], R) — L?[0,1]
fG) — Af(x) = x*f (%)
Et soit d € C[a, b] et définissons 'opérateur B par :
B:Cla,b] — Cla, b]
x — Bx = d(t)x(t)
1. Montrer que les deux opérateurs sont bien définis et bornés.

2. Calculer les normes des opérateurs A et B.

Solution Exercice 35

1) Montrer que I'opérateur A est bien défini signifie qu’il faut montrer I'implication suivante :
fec(o0,1],R) = Af € 1?[0,1]

Ona:

1 1
lAFIIZ = j AF(O2dx = j 2f () Pdx
0 0

1 1

1
< [ Csup I£GINY? dx = I [ xtax = I
2 x€[0,1]

0

Par conséquent Af € L2[0,1] et I'opérateur A est donc bien défini.
De plus : [|Af]l, < % If |l o, donc A est borné.

D’autre part, pour x € C|a, b] vérifions que Bx € Cla, b].

En effet,
1Bxllcjapy = max |Bx(O)] = max |d(©)x()|
= max (|d(®)||x(t)]) < max |d(t)| max |x(t)|
astsb astsb astsb
Donc;

IBxllcra,p) < max [d(O] llxllcra,p) = ¢ lIxliclap)

Avec ¢ = max |d(t)], d’ou B est bien défini borné.
astsb

2) Calcule de ||Al]
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D’aprés la réponse précédente, 'opérateur A est borné et ||A|| < % )
. _1
Montrons qu’en fait ||4]| = =

Pour cela, considérons la fonction constante f(x) = 1,Vx € [0,1]. Ona:

fec(olR)et|lfllo =1

De plus,

5

1 1

1 1

NAfIIZ = JIAf(x)Izdx = Jx‘*dx =-= |Afll = —
0 0

D’ou I'égalité
4l = =
Calcule de ||B]|
On choisit x(t) = 1,Vt € [a,b].On a
llx]| = 1 et ||Bx|| = [[d(®)x ()] = ||d(®)l
D’ou
181 = lld(®)]l = max [d(©)
Exercice 36
Soient E = C([0,1]) et: C([0,1]) — C, l'opérateur linéaire défini par
Tf =f(, vfec(0,1)])

(a) Montrer que T est borné, si C([0,1]) est muni de la norme ||. || .

(b) Montrer que T n’est pas borné si C([0,1]) est muni de la norme ||. || ,.

Solution de 'exercice 36

(a) Nous avons
1Tl =1f I < lIflle
D’ou T est borné et ||T]| < 1, (mieux encoreona ||T]| = 1).
(b) Supposons T borné, alors il existe M > 0, tel que
ITFl < MlIfll,,  vfeC(01])

Donc pour f,(t) = t™, t € [0,1], il est clair que f,, € C([0,1],0n a

V5

135
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1

1 1
| fullp = <J |fn(t)|pdt>p
0

on obtient alors

ITful = 1D =1 < Ml £l

=——5—0,quandn - »
(np + 1P

Ce qui est absurde, donc T n’est pas borné.
Exercice 37

1) Soient T: X — Y un opérateur linéaire borné et M > 0. On suppose que ||T|| < M. Montrer
alors, pour avoir ||T|| = M, il suffit que I'une des deux conditions suivantes soit vérifiée :

(a) Il existe x € X vérifiant
Ixlly =1, et ITxlly =M
(b) Il existe une suite (x,,),, d’éléments de X, vérifiant :

lx,llx =1,vn €IN et liT 1Tx,lly =M
n-+oo

2) Montrer que chacun des opérateurs suivants est bien défini et trouver sa norme.
i) T: (C([01LIR), I lle) = @?([0,1D, II-112)

fec(01],IR) - Tf(x)=xf(x),vxe[0,1]
Montrer que I'opérateur suivant est bien défini et trouver sa norme.

ii) T:12(IR) - I?(IR)

X = (%, X0, s Xp, ) = T(xq1,%2, .., %p,...) = (0,=, ..., (1 — Z) Xpy oee)

Solution de I'exercice 37

1) a) La premiére assertion est une conséquence directe de la définition de la norme et du sup :

Puisque |lx|ly =1, et||Tx|ly = M donc sup ||Tx,|ly = M c’est-a-dire ||T|| = M.

llxll=1
b) Montrons la deuxiéme. Sous les hypothéses énoncées, on a :

Ve > 0,3N. € IN:Vn > N,, M — e < |[Tx,lly
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Il s’ensuit que

ve>0,|ITIl = sup [[Txully = M —e

llxllx=1

En faisant tendre € vers 0 dans cette derniére inégalité on obtient ||T|| = M, d’ou le résultat.
2) i) *) Montrer que I'opérateur T est bien défini, signifie qu’il faut montrer I'implication suivante :
fec(o1],IR) = Tf € L*([0,1])

Nous avons

1 1
j TGO 2dx = j 1 f (o) | dx
0 0

1 1 z
sszlf(x)lzdeJO x2< sup If(x)|>

x€[0,1]
! 1
= If113 [ xdx =713 < +oo
0

Par conséquent, Tf € L?([0,1]) et 'opérateur T est bien défini.

W=

**) D’aprés la formule précédente, 'opérateur T est borné et donc ||T|| <

Montrons qu’en fait, ||T|| = g

Pour cela considérons la fonction constante f(x) = 1,Vx € [0,1]. Nous avons alors :
feC(O01LIR), et |lfllo=1

De plus
1 1 1
71 = [ ITfCofdx = [ e =<
0 0 3

D’aprés le point 1) a) nous avons ||T|| = %

i) *) Pour tout x = (x4, X3, ..., X, ... ) € [2(IR), nous avons

2|T<x)k|2 2|(1——)xk =2(1——) |xk|2<2|xk|2—nxu§

Donc T(x) € [2(IR) et 'opérateur T est bien défini

**) D’aprés la formule précédente, 'opérateur T est borné et donc ||T|| < 1. Montrons qu’en fait,
ITll = 1.

Pour cela considérons la suite:
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x™M = <0, ..,0,1,0, )

Il est clair que ||x(”)||2 =1, Vvn = 1deplus

lim [TG®)||. = lim

n—-+oo n—-+oo

T (0, ..,0,1,0, >
n

1 1
= lim 0,...,0,(1—;),0,_,_ — lim (1__)=1

n—-+oo n—-+oo n

2

n 2
Donc d’aprés le point 1) b) nous avons ||T|| = 1.
Exercice 38
1) Soient (Ty,) une suite d'éléments de (X), ot (X, |. ||) est un espace vectoriel normé.

Montrer que si (T,) converge versT et (x,) une suite d'éléments de X qui converge vers x.
Alors la suite (T, x,,) converge vers .

2) Montrer que si (T,,) est une suite de Cauchy d'éléments de B(X) , alors (||T,||) est elle aussi
une suite de Cauchy.

Solution de I'exercice 38

1) L'inégalité triangulaire permet d'écrire
”Tx - Tnxn” = ”Tx - Txn + Txn - Tnxn”
< Tx = Tl + ITx, — Tl = 11T Ge = x| + |l (T = T

< NITNHx = 2l + Nl [HIT = Toll — 0

Lorsque n tend vers l'infini, le premier terme du second membre tend vers 0 et le second terme fait
de méme car la suite (x,,), étant convergente, est bornée.

2) L'inégalité triangulaire montre que, pour deux suites (T;,) et (T,,) d’élémentsde (X),ona
IToll = 1T — T + Tonll S 1T = Tl + 1Tl
Et
ITll = T — T + Toll < T — T |l + NI Tl
On en déduit alors l'inégalité
Tnll = 1Tl < ITn — Tl

Par conséquent, si (T;,)est une suite de Cauchy, il en sera de méme de la suite (|| T,|]).
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Exercice 39

Soit X un espace linéaire normé et W un sous-espace dense de X. Soit Y un espace de Banach
etsoitS € B (W,Y).

(a) Si x € X et {x,} et {y,} sont deux suites dans W telles que lim x, = lim y, = x, alors

n—-+oo n—+oo

{S(xn)} et {S(yn)} convergent et liT S(x,) = liT S(yn)
n—+oo n—+oo

(b) Montrer qu’ll existe T € B(X,Y) tel que

Tl = |IS|letTx = Sx, Vx e W

Solution de 'exercice 39

(a) Puisque {x,} converge, c’est donc une suite de Cauchy. De plus, comme
1S Cxn) = SCem) Il = IS Ge = ) Il < NISTHIx7 — x|l
La suite {S(x,,)} est aussi de Cauchy dans Y qui est un espace de Banach donc convergente.

Comme lim x, = lim y, = x alors llm (xn Vp) = 0.

n—-+oo n—-+oo

Puisque
1S Cen) = SOl = 1S Cen — ¥l < NISHIxs — yall

Alors lim (S(x,) —S(y,)) = 0etdonc lim S(x,) = lim S(y,)
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

(b) Définissons maintenant T comme suit :

Vx € X, 3{x,,} € W telle que nl_i,Tm X, = x (car W est dense dans X)

Et nous définissons T: X — Y parT(x) = ngrfm S(x,)

(T est bien définie car la valeur de la limite est indépendante du choix de la suite {x,,} qui converge
vers x d’apreés la partie (a)).

Dans ce cas, il n’est peut-étre pas évident que T soit un opérateur linéaire. La premiére étape de
cette partie consiste a montrer que T est linéaire.

Soient x,y € X etsoit A € IK. Soient {x,,} et {y,} deux suites dans W telles lim x, = x et

n—-+oo

lim y, = y. Alors {x,} et {y,} sont des suites dans W telles que llT (p+y)=x+yet
n-+oo

n—-+oo

lim Ax, = Ax. Donc
n—-+oo

TCe+y) = lim SCo+yn) = lim (SCen) +SOm))
= lim S(x,)+ lim S(y,) =Tkx) + T(y)
n—-+oo n-+o

Et
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T(Ax) = lim S(Ax,) = lim AS(x,) = A lim S(x,) = AT(x)
n-+oo n-+oo n-+oo
Et par suite T est un opérateur linéaire.

Maintenant supposons que x € X avec ||x|| = 1 et soit {x,,} une suite dans W telle que lim x, =
n—-+oo

x. Puisque lim ||x,|l = llx|l = 1, si on suppose que w, = —, alors {w,,} est une suite dans W
m Il
telle que
. . [l |l
lim w, = lim —— =x et ||lw,]| = =1,vn €IN
n—-+oo n—>+oo ||y || [l |l

Comme

ITxll = lim [ISw,|l < sup{llSwyll:n € IN}
n—-+oo

< sup{lISllllwy|l:n € IN} = [ISI|
Donc T est bornée et ||S|| < [IT]I.
De plus, siw € W, alors la suite constante {w} est une suite dans W qui converge vers w et donc

Tw = lim Sw = Sw.
n-+oo

Ainsi

Iswll = ITwll < [IT(lllwl
D’ou |IS|| < |IT]l donc |IS|| = |IT|| et nous avons déja montré que Vx € W, Tx = Sx.
Remarque

L'opérateur T de cet exercice peut étre considéré comme une extension de I'opérateur S au plus
grand espace.

Exercice 40

Soit T : X — Y un opérateur linéaire entre deux espaces vectoriels normés. Alors

(1) T est continu

(2) ll existe x € X tel que T est continu en x

(3) T est continuen 0

(4) Pour toute suite (x,)nern dans X qui tend vers Oy, la suite (Tx,)ne; v tend vers Oy.
(5) Pour toute suite (x,)nern dans X qui tend vers Oy, la suite (Tx,)ner v €St bornée.

(6) Il existe M > 0 tel que, pour tout x € X, |[|Tx|| < M||x||.

Solution de I'exercice 40




Hameida Ali et Memou Ameur
141

1) = 2).Si T est continu il est continu en tout point de X et en particulier, il existe x € X tel que
T est continu en x.

2) = 3) Supposons T continu en x. Soite > 0.
Comme T est continu en x, il existe § > 0 tel que, pour tout y € X,
silly — x|l <& alors ||[Ty — Tx|| <e.
Soith € X,si||hll < 6 ,alors ||(x + h) — x|| < & et la propriété ci-dessus montre que
IT(x+h)— Tx|| <e.
Comme T estlinéaire T(x + h) — Tx =Thetona||[Th|l < €
Puisque TO = 0, ceci signifie précisément que T est continu en 0.
3) = 4) Cest la caractérisation séquentielle de la continuité en 0.
Montrons tout de méme la propriété voulue.
Soit (%, )nes y Une suite de X convergeant vers 0. Soite > 0.
Comme T est continu en 0, il existe § > 0 tel que, pourtout h € X,
lnll < 6 = ||ITh]| <e.
Comme la suite (x,,)ner ytend vers O, il existe ng € IN tel que
nxzny = [lx,ll <§.
On a dong, pour tout n € IN, sin > ny, alors ||Tx,|| < €.
Ceci montre bien que la suite (Tx;,)ne; ytend vers 0.
4) = 5) est vraie, du fait que toute suite convergente est bornée.
5) = 6). Montrons cette implication par contraposée : on suppose que,
VM > 0,3x € X tel que ||Tx|| > M]||x]|.

Sous cette hypotheése, montrons qu’il existe une suite (¥, )nern+ de X qui tend vers 0 et telle que la
suite (Ty, ) ner x+ N'est pas bornée.

Appliquons 'hypothése 8 M = n%,n € IN*. Il existe alors x,, € X tel que ||Tx,,|| > n?|x,ll.

Xn

Notons que ceci impose que Tx,, # 0 etdonc que x,, # 0. Pourn € IN*, définissons y,, = T
n

La suite (V)nes v tend alors vers 0 puisque, pour toutn = 1, ||y, || = %

La suite (Ty, )nern N'est quant a elle pas bornée puisque, pour toutn > 1,
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T2l
— o> n
nlxx |l

ITynll =
C’est ce qu’il fallait démontrer.
6) = 1). Comme T est linéaire, on a alors, pour tout x,y € X,

ITx — Tyll=IT(x — YII < Mllx— yll

et donc T est M-lipschitzien. Toute opérateur lipchitzien étant continue, on en déduit que T est
continu.

Exercice 41

Soient X et Y deux espaces vectoriels normés et B(X,Y) I'espace des opérateurs linéaires
continus de X dans'Y.

1) Montrer que pour toutT € B(X,Y), ona

(@ Il (&) ©

ITII = Sup === Sup ITx|| = Sup [ITx|l
xex lxll XEX, XEX,
x#0 llxll=1 [lxlls1

2) Montrer que (B(X,Y), |I.1l) est un espace vectoriel normé.
3) Si Z est un troisieme espace vectoriel normé.
Montrer alors que pour tout T € B(X,Y) ettoutS € B(Y,Z)ona

IS Tl < [ISIHITII.

Solution I’exercice 41

1) (a) Soit T € B(X,Y). D’apres I'exercice précédent, il existe un réel M tel que ||Tx|| < M||x||. Ainsi

I'ensemble {t € IR:3x € X\{0}, t = %} est majoré par M, donc on peut définir ||T|| comme la
borne supérieur cet ensemble :
I Tl
Tl = Sup—-—.
171l SUpT

x#+0

(b) Remarquons aussi que si x € X\{0} alors y = ||;C—”est de norme 1 et

Tx_T<x)_T
Tl ~ "\l =7

D’ou, pour t € IR, I'équivalence

ITx]|
{Elx € X\{0},t = =l e {AyeXlyll=1ett =|Tyll}

En particulier I'ensemble
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A={telR:AyeX|lyll=1ett =|Tyll}

Est égal a

. _ Izl
{t € IR: 3x € X\{0},t = I }

Ce qui prouve que

supA = Sup ||ITyll = |IT]|
yex,

lyll=1

(c) Soit maintenant
B={t€elR:3ze X, |z]| <1 ett =||Tz|]}
Comme A Cc BonasupA < supB.
Montrons I'autre inégalité, c’est-a-dire que, pour tout t € B,t < supA.
Soitz € X tel que ||z|]| < 1ett =||Tz||.Siz= 0alorst = ||TO|| = 0 < supA.

Siz # 0, posons y = de sorte que |ly|| = 1 etdonc [|Ty|| < supA.

Comme z = y||z||,ona
ITzll = [|[Tyllzll|| = 2Tyl < llzll supA < supA
Ceci conclut que supB < supA.

Finalement on a démontré toutes les égalités demandées :

Tl
Tl = S upT = = Sup [|ITx|[ = Sup [[Tx|
llxll — xex, X€X,
x:tO [lxll=1 [lxlls1
2) Montrons maintenant que (B(X,Y), |I.|l) est un espace vectoriel normé.

i) Positivité. Pour tout T € B(X,Y), 'ensemble
A={telR:AyeX|lyll=1ett =|Tyll}

est contenu dans IR, et donc [|T|| = supA = 0. (Remarque : il suffit aussi de noter que A contient
un seul réel positif).

ii) Séparation. Si T est I'opérateur nul, alors ||T|| = sup{0} = 0.

IITXII
llxll —
IT (x)|| = 0 et par suite Tx,Vx € X\{0} et comme T(0) = 0, T est bien I'opérateur nul.

< 0,donc

Inversement, soit T € B(X,Y) tel que ||T|| = 0, on a alors, pour tout x € X\{0},

iii) Homogénéité. Soient T € B(X,Y) et A € IR. Pour tout t € IR remarquons que
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_lan«l _ Al
Jx € X\{0},t = I o Ix € X\{0},t = T
T
o 3x € X\{0},¢ = |A] %

De sorte que

Tx
|AT]| = sup{l/llt: Jx € X\{0},t = %}

Tl

=|A]|su {t:EIxEX 0}t =—+

}= IAINTI

(car la borne supérieur de I'image d’un ensemble par une homothétie de rapport positif est
I’'homothétique de la borne supérieure.)

iv) Inégalité triangulaire. Soient T, S € B(X,Y). Pour tout x € X,

(T + S)xll = ITx + Sxll < ITx|l + [1Sxll < T[]l + 1S 1]l

Ainsi
[I(T + $)x||
IT + S|l = Sup————— < IITIl + [IS]I.
xXEX ”x”
x#0

3)Soient T € B(X,Y) etSe B(Y,Z). Pourtoutx € X,on a
IS o Tyxll = STl < STl < ISTNT ]I
En divisant, pour x # 0, par ||x|| et en passant a la borne supérieure, on trouve
IS o Tl < ISIHTII.
Exercice 42.
Soit X ,Y des espaces normés et T € B(X; Y). Considérez I'énoncé suivant :
T estuneisométriee ||T|| = 1.

Etes-vous d'accord avec ¢a ? Pourquoi?

Solution Exercice 42.

e lapremiére implication (=) est correcte. En effet, supposons que T soit une isométrie ;
Alors

ITllsxyy = sup ITxlly = sup lixllx (puisquellTxlly = llxllx)
xX€X xX€X

x|l x=1 llxllx=1

=1
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e L'inverse (&) est fausse. Le décalage vers la gauche sur [? est un contre-exemple (voir
Probleme 11).

Exercice 43.

Soit H = [? |'espace de Hilbert bien connu. Considérons le décalage vers la gauche défini par
T: 12> 12;x = (x1,%2,%3,..) > Tx = (x3,%3,...).

(a) Montrer que T est un opérateur linéaire borné. Trouver ||T|| :

(b) Définissez le décalage de droite et répondez a la méme question qu'en (a).

Solution Exercice 43.

Nous ne répondons qu'a la premiere partie.
o |l est facile de vérifier la linéarité de T.

e Pourtoutx = (xq,x5,%3,...) €%, 0na

[00) oo
1Tl = Ge 5, Dlle = ) nl? < ) [l = Il
n=2 n=1

D'ou
ITxll; < llxlly; vx €1 :
Ceciimplique que T est borné, et [|T|| < 1. (%)
e D'autre part, considérons la suitee = (0,1,0,0,...) € I?.Ona
lell = 1etlITell = 11(1,0,0,..)ll = 1.
Donc

ITIl = sup|ITx| = 1.(x*)
lxll=1

En combinant (*) et () on obtient ||T|| = 1.

Exercice 44.
Partie |

Soit X un IK-espace vectoriel de dimension finie de base (eq, e, ..., e, ) . Tout x € X peut étre
écrit sous la forme x = Z’}zl cjej pour l'unique (cy, ¢z, ...,c, ) € IK™.
Montrer que I'application ||.||: X = IR définie par

1

Ixll = (f=ile*)*
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est une norme sur X.

Partie Il

Partie Il
Montrer que tout espace normé de dimension finie :
(a) est complet (un espace de Banach),

(b) est réflexif.

Solution Exercice 44 Partie |

146

Montrer que deux normes quelconques dans un espace de dimension finie X sont équivalentes.

Soient x = Z’}zl cjejety = Z’}zl dje; et soit a € IK. Alors ax = Z’}zl acje; et les résultats suivants

montrent que ||. || est une norme.

1

() lxll = (Zialg]”)* = 0

(ii)Six =0 = ||lx|| = 0.

1

.
Inversement, si ||x|| = 0 alors ( ’]7:1|c]-| )2 = O et parsuitec; = 0,Vj =1,

x=20jej=0

=1

1

1
- 2\z2 2\2
(i) llaexll = (27 Jagy]” ) = (lad Zialgp|*)? = leelllxl
(iv) D’aprés I'inégalité de Holder (avecp = q = 2).

1 1
n n 2 n 2
2 2
Dlwllyl<( Dbl ) (DIl
j=1

j=1 j=1

Alors

n

2 _ 2
=D lgl*+2) se(ga) + ) |4

j=1 j=1 j=1

..,n,donc
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n n n

2 2

< D lgl*+2) [l ||+ > laj
j=1 j=1

j=1

147

n n 2 n 2 n

2 2 2 2
< lgl+2{ Dlal | ( Dlal) + ) lal

j=1 j=1 j=1 j=1
= lxll? + 2llxllly Il + llylI? = Clxll + Ny )2
D’ou [lx + yll < llxIl + llyll.

Solution Exercice 44 Partie Il.

Puisque I'équivalence des normes est une relation d'équivalence, il suffit de montrer qu'une norme
arbitraire ||. || sur X est équivalente a la norme euclidienne ||. ||,.

Soit{ ey, ..., e,} une base pour X. Pour x € X il existe des nombres cy, ..., ¢, tel que

n
X = 2 Cr€k
k=1

Par conséquent,

1 1
n n E n E
||x||s2|ck||ek|s(2|ck|2) <2|ek|2) < Al
k=1 k=1 k=1

1
ou A = (X7_,lex|?)z est une constante non nulle. Cela montre que I'application x - ||x]| est
continue w.r.t. la norme euclidienne. Considérons maintenant S = {x : ||x|[, = 1}.

C'est juste la sphére unité dans (X; [|x|[;), qui est compacte. L'application
S — IR définie par x = ||x|| est continue,

elle atteint donc un minimum m et un maximum M sur S.

Notons quem > 0 car S # @. Ainsi, pour tout x € S,on a

m< x|l <M.

X

"lixllz

Maintenant,pourx € X; x # 0 € S, donc

lIxl

m<-———<M,.
[l

C'est-a-dire
mllxll, < llxll < Mllx|l;

Les deux normes sont donc équivalentes.
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Solution Exercice 44 Partie lll.

Soit X un espace normé de dimension finie. Supposons dimX = d.

(a) D'aprés le probléme 5, il suffit de considérer la norme euclidienne dans X. Soit { ey, ...

base pour X. Pour x € X il existe des nombres cy, ..., ¢, tel que

1

n n 2
x= ) ceep etllxll = (Zw) .

k=1 k=1

Soit (x(")) une suite de Cauchy dans X. Si pour chaque n ;

d
xM = 2 a,((n)ek
k=1

alors

1
2
(n)

/ﬂ

m

||x(”) — x(m)” = — 0 quandn,m — oo.

IIMQ.

Donc, pour tout k = 1,2, ...,d,

|a,(€n) — a,((m)| - 0quandn,m — oo.

Par conséquent, chaque suite de nombres (a,((n)) est une suite de Cauchy, donc
a™ > q® d haquek = 1,2,...,d
" x quandn — o pour chaquek = 1,2,...,d.

(0)

Soita = Y4_, a; 'egalorsx™ > a€X.

(b) Soit f € X' ol X' est I'espace de toutes les fonctionnelles linéaires sur X. On a

fx) =f (i Ckek> = Z cef(ex) = i Crlp ;

k=1 k= k=1
ou ay = f(ey). Définissons f;, € X' par la relation
fk(x) =cu k=12, ..,d.

Pourtout x € X et f € X', on obtient

@) =) flay s cads f = ) fia:
k=1 k=1

Par conséquent, dimX' < d.

Soit Xi—; arfi = 0. Alors, pour chaque € X, Y7, aifr(x) = 0, eten prenant

148

, e,}une
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x = Y¢_, @rey, on obtient f,(x) = ay, et

n n

Y aefil) = Y layl? = 0.
k

k=1 —1

Donc, a; = 0 pourtoutk = 1,2,...,d etdonc, dimX' = d.

Pour I'espace X* ona X* c X', donc dimX* =n < d etdim(X*)" = n. De la relation
Xc X)) <X

nous concluons que d < n. Ainsi,n = d, etdonc X = (X*)".
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