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Interrogation 1

Durée : 1 heure

Exercice 1.
Montrer que la suite de fonction (f,(x)), converge simplement et uniformément sur [0, 1],
telle que
=T 2
e A
fn(I) = :
na-d
Exercice 2.
Répondre par vrai ou faux en justifiant votre réponse
1. 5% la série E Uy converge alors la série E N, converge.
n>0 n>0
2. Sila série E Uy, converge alors la série E — diverge.
n>0 n>0 Un
3. Si|r| <1 et sila suite (u,), est bornée, alors la série E r"u,, converge.
n>0
. 5 iR\~ " - e
4. La séric de fonctions E x" converge uniformément sur ] — 1, 1[.
' n>0
5. Si la série de fonctions 5 fu(z) converge absolument, alors elle converge uniformé-
n>0

ment.

6. La série de fonctions Z

n>1

sin(2"x)

— converge normalement sur R.
7



Corrigé de 'interrogation 1

Exercice . 4
Soit ;
neZFi e
N = —
f”( ) n-+z
Pour montrer la converge simple fizons d’abord x dans [0, 1], on a
ne~® + g?
li = lm —
wiﬁiojh(x) nigio n—+x
—

Done (fn(2))n converge simplement sur [0, 1] vers fe)=e".
Pour montrer que (f,.(x)), converge uniformément sur [0, 1], on wtilise la condition suf-
Jisante de la convergence uniforme, c’est-a-dire

|fo(@) = f(@)| £ Un, avec lim wu, =0.

n—-+oo
En effet.

ne~% + g2

N &
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|fn(2) = f(2)] =

IN

dar z e [0Sl
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D’ow la résultat en posant u, = —
n

Exercice .. 2/

Répondre par vrai ou fauz en justifiant votre réponse

1. Sila série E Un converge alors la série g nuy, converge. (Faux).
n=>0 n>0

. 1 : s .
1 suffit de considérer le contre exemple u,, = — qui est le lerme général de la série
n

de Riemann convergente, alors que nu, = — qut est le terme général de la série
n

harmonique divergente.

1 :
2. Sila série Zun converge alors la série Z — diverge. (Vrai).
U

n>0 n>0 "




En effet. S7 la série E u, converge alors

n=>0

1
lim u,=0= lim — =o00#0

n—+oo n—=+00 Uy,

1
La C.N.C. non vérifice implique que la série Z — diverge.

n>0 uTL

. Si|r] < 1 et sila suite (un)n est bornée, alors la série ZT"un converge. (Vrai).
n>0
En effet. La suite (u,), est bornée veut dire
AM 0 Yn2 0 lu=M

Donc

|r™u,| < M|r|™  qui est le terme général d’une série géométrique convergente.
Dot la convergence de Zrnun.

n>0

. La série de fonctions Z:ﬁ” converge uniformément sur | — 1, 1. (Faux).
n>0

En effet. Considérons la suite de ses sommes particlles définie par
1 — xn+1
E e .
e
Donc

12 vl 0 si =20
Bl = lm S )= —— = 5 D

n—+00 n—+00 ==

=z

Atnst E o™ converge simplement sur | — 1,1[ vers S(x). La convergence n'est pas
n>0

uniforme sur | — 1,1 car la limite S(x) n’est pas continue alors que E " est une

n>0
série de fonctions continues sur R.

. Si la série de fonctions E fu(z) converge absolument, alors elle converge uniforme-
n>0
ment. (Faux).

Il suffit de considérer Z’e:ce'mple de la question 4. sur Uintervalle [0, 1[.

. La série de fonctions E

n>1

sin(2"x :

) converge normalement sur R. (Vrai).

En effet. On a

sin(2"z _ o e

I——(T—)—l < qui est le terme général d’une série convergente pour n > 2.
n

D’ou la convergence de la série pour n > 1.




